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Apresentacao

Este livro retine notas de aula, exemplos computacionais e materiais de apoio para o curso de
COQ875 - Quimica Quéntica de Moléculas e Sélidos do PEQ/COPPE/UFRJ.

O objetivo é apresentar os fundamentos da mecénica quantica aplicada a d&tomos, moléculas e
solidos, combinando teoria, exercicios e exemplos computacionais em Python.



Prefacio

Estas notas estao em desenvolvimento continuo.

O material serd expandido gradualmente com capitulos tedricos, notebooks computacionais,

exercicios e aplicagoes em estrutura eletronica.
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Fundamentos da Mecanica Quantica



1 Bases experimentais e tedricas da Quimica
Quantica

“The more important fundamental laws and facts of physical science have all been
discovered, and these are so firmly established that the possibility of their ever
being supplanted in consequence of new discoveries is exceedingly remote.”

— Albert A. Michelson, 18961

Uma série de experimentos realizados entre o final do século XIX e o inicio do século XX
modificou profundamente os conceitos fundamentais da fisica. Esses experimentos revelaram
limitagoes da fisica classica na descricdo da interagdo entre radiacdo e matéria em escalas
microscépicas, abrindo caminho para o desenvolvimento da mecénica quantica.

1.1 Radiacao de Corpo Negro e Max Planck

A ideia é que em um corpo negro toda a radiagdo incidente é absorvida e a radiagdo emitida
por esse corpo deve ser uma fungdo apenas da temperatura do corpo, tal que,

de  de

— =—(,T

dv du( )
¢é a densidade de energia numa dada faixa de frequéncia ao redor de v para um corpo a uma
dada temperatura.

O trabalho de Lord Rayleigh and J.H. Jeans introduziu a partir da teoria eletromagnética

cléssica a lei dada por

8/
p(v,T) = 3 kgT. (1.1)

onde ¢ é a velocidade da luz e kp a constante de Boltzmann. A Equation 1.1 reproduz os
dados experimentais em baixas frequéncias, mas diverge no limite de altas frequéncias. A lei
de Rayleigh-Jeans prevé que a densidade de energia irradiada diverge com 2, um fenémeno
conhecido como catastrofe do ultra-violeta.

!Falsamento atribuida a Lord Kelvin.

10



Figure 1.1: Representagdo conceitual de um corpo negro.

Nao ha nenhum erro na derivagdo da lei de Rayleigh-Jeans de acordo com a fisica
da época, faltavam novos ingredientes fisicos no problemal

A lei do deslocamento de Wien (Wien 1894), proposta empiricamente em 1894, estabelecia que
o comprimento de onda Anax na qual a emissividade era maxima é dado por

Amax? = 2.9 x 1073 m.K

Baseado nessa ideia, Planck em 1901(Planck 1901) introduziu a lei de estados dada por

de 8mh v3
T = B ehw/keT _ 1’

onde h é a constante de Planck.

1.2 Efeito Fotoelétrico e Albert Einstein
1905
1.3 Descoberta do Nucleo Atomico e Rutheford

1.4 Espectro Atomico e Niels Bohr

Em 1915, Niels Bohr propos um modelo atémico em que os elétrons orbitam o nticleo atomico
sem emitir radiacdo pois existem estados estacionarios em que a energia do dtomo é constante.

11



Bohr explicou que os elétrons podem ser deslocados para niveis mais altos de energia com a
absor¢ao de quantum de energia na forma de um féton. Quando um elétron retorna a um nivel
mais baixo de energia, o 4&tomo emite um féton com novo quantum de energia.

1913

1.5 Dualidade Onda-Particula e Louis de Broglie

As ideias de Planck e Einstein trouxeram uma visdo dual da luz, ora como onda, ora como
particula. Entre 1923 e 1924, Louis de Broglien(Broglie 1923, 1924) formulou uma hipétese
que a matéria poderia ter uma dualidade onda-particula também, ou seja, um elétron poderia
se comportar como onda também.

Figure 1.2: Louis de Broglie (Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Louis_de_ Broglie).
De Broglie deduziu, a partir da relacdo de Planck,
E = hy,

e da relatividade de Einstein, que o momento linear de uma particula estaria relacionado ao
seu comprimento de onda pela expressao

_h
p - )\7
ou, de forma equivalente,
h
A= —,
p

onde h é a constante de Planck, p é o momento linear da particula e A é o comprimento de
onda associado a matéria.

Essa relacdo ficou conhecida como relagao de de Broglie. Ela indica que o comportamento
ondulatério nao é exclusivo da radiagao eletromagnética, mas também pode ser atribuido

12



a particulas materiais. Para objetos macroscopicos, o comprimento de onda de de Broglie
é extremamente pequeno, tornando seus efeitos ondulatorios praticamente imperceptiveis.
Hoje sabemos que, para particulas microscépicas, como elétrons, préotons e néutrons, esse
comprimento de onda pode ser comparavel as dimensoes atéomicas, permitindo a observagao de
fenémenos de interferéncia e difracgao.

Em 1927, experimentos (Thomson and Reid 1927; Davisson and Germer 1927) envolvendo
difracao de elétrons em sélidos comprovaram que a matéria pode ter um comportamento
ondulatorio assim como o raio-X e outros fenémenos eletromagnéticos. A Figure 1.3 mostra a
comparacao entre padroes de difracdo de elétrons e de raios-X em niquel sélido.

(1]

Figure 1.3: Padroes de difragdo produzidos por Ni sélido. (a) Difracdo de elétrons, com
A = 0.0037 nm; (b) difracao de raios-X, com A = 0.154 nm.

Em 1929, de Broglie é agraciado com o prémio Nobel apds a descoberta experimental do
comportamento ondulatério da matéria.

1.6 Principio da Incerteza e Werner Heisenberg

A dualidade onda-particula trouxe consequéncias profundas para a descricdo do movimento
de particulas microscépicas. Na mecénica cldssica, uma particula pode, em principio, ter
sua posicao e seu momento linear determinados simultaneamente com precisdo arbitraria.
Entretanto, na mecénica quantica, essa ideia deixa de ser vélida.

Em 1925, Werner Heisenberg publicou o artigo conhecido como Umdeutung (Heisenberg 1925),
considerado um dos trabalhos fundadores da mecénica quantica matricial. Nesse trabalho,
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Figure 1.4: Werner Heisenberg (Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Werner_ Heisenberg).

Heisenberg propds formular a mecénica quantica usando apenas grandezas observaveis, como
frequéncias e intensidades espectrais, evitando conceitos cldssicos ndo observaveis, como érbitas
eletronicas bem definidas.

Em 1927, Heisenberg formulou o principio da incerteza (Heisenberg 1927), segundo o qual
existem pares de grandezas fisicas que nao podem ser conhecidos simultaneamente com precisao
arbitraria. O exemplo mais importante envolve a posicdo x e o momento linear p, de uma
particula. A relacdo de incerteza é escrita como

h
A:I:7 Apa: Z 57

onde Az representa a incerteza na posicdo, Ap, representa a incerteza no momento linear na
direcéo z, e

¢é a constante de Planck reduzida.

Essa relacdo nao deve ser interpretada apenas como uma limitacao dos instrumentos de medida.
Ela expressa uma caracteristica fundamental da natureza quantica. Quanto mais precisamente
se conhece a posicao de uma particula, maior serd a incerteza associada ao seu momento linear,
e vice-versa.

Uma forma intuitiva de compreender esse resultado esta relacionada ao carater ondulatério da
matéria. Uma onda com comprimento de onda bem definido estd associada a um momento
bem definido, pela relacdo de de Broglie. Porém, uma onda perfeitamente definida no espago
nao estd localizada em uma regido finita. Para localizar uma particula em uma pequena regido
do espaco, é necessario construir um pacote de ondas, isto é, uma superposicao de varias

14



Several plane waves Wave packet
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%

Figure 1.5: O principio da incerteza de Heisenberg.

ondas com diferentes comprimentos de onda, conforme ilustrado na Figure 1.5. Como cada
comprimento de onda corresponde a um valor de momento, a localizacdo espacial da particula
implica uma dispersao nos possiveis valores de momento.

Assim, o principio da incerteza mostra que a mecinica quintica ndo descreve particulas
microscopicas por trajetérias bem definidas, como ocorre na mecanica classica. Em vez disso, a
descricao quantica envolve probabilidades, amplitudes de onda e limites fundamentais para a
determinacgao simultanea de certas grandezas fisicas.

1.7 Funcao de Onda e Erwin Schrodinger

A hipétese de de Broglie indicava que particulas materiais poderiam apresentar comportamento
ondulatorio. A questdo fundamental passou entdo a ser: qual equagdo descreve essa onda
associada a matéria?

Em 1926, Erwin Schrédinger formulou uma equacao capaz de descrever a evolugdo da onda
associada a uma particula quantica (Schrodinger 1926). Essa equagdo, conhecida como equagao
de Schrodinger, tornou-se uma das bases mateméticas da mecanica quantica.

Para uma particula de massa m sujeita a um potencial V(r,t), a equacdo de Schrédinger
dependente do tempo é dada por

hZ
l_mvg + V(r, t)] U(r,t),

15



Figure 1.6: Erwin Schrodinger (Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Erwin_ Schr%C3%B6dinger)

onde ¥(r,t) é a funcao de onda da particula, ¢ é a unidade imaginaria, h é a constante de
Planck reduzida, m é a massa da particula e V(r,t) é a energia potencial.

A funcdo de onda contém toda a informacio acessivel sobre o estado quéntico do sistema.
Entretanto, ela ndo é, em geral, uma grandeza diretamente observavel. A interpretacao fisica da
fungao de onda foi proposta por Max Born["BORNQuantumMechanicsCollision1926], segundo
a qual o médulo ao quadrado da funcdo de onda esté relacionado a probabilidade de encontrar
a particula em uma determinada regido do espaco:

U*(r, t)W(r,t).

Assim, |¥(r,t)|? representa uma densidade de probabilidade. A probabilidade de encontrar
a particula em um pequeno volume dr em torno da posi¢ao r é dada por

U (r, t)[2dr.

Para que essa interpretacdo probabilistica seja valida, a funcdo de onda deve satisfazer a
condi¢ao de normalizagio:

/]\If(r,t)|2d7' — 1.
Essa condicdo expressa o fato de que a particula deve ser encontrada em algum lugar do
€spago.

Quando o potencial ndo depende explicitamente do tempo, é possivel separar a parte temporal da
parte espacial da funcao de onda. Nesse caso, obtém-se a equagdo de Schrodinger independente
do tempo:

16



H(r) = E¢(r),

em que H é o operador Hamiltoniano, E é a energia do sistema e 9(r) é a funcdo de onda
espacial. Para uma particula em um potencial V(r), o Hamiltoniano é escrito como

hZ
——V* 4+ V(r).
2m
A equacgdo de Schrédinger independente do tempo é uma equagdo de autovalores. Suas solugoes
fornecem os estados estacionarios permitidos do sistema e suas respectivas energias. Essa
caracteristica explica, por exemplo, a quantizacdo dos niveis de energia em atomos e moléculas.

Portanto, a funcdo de onda representa uma mudanca conceitual profunda em relagido a mecénica
classica. Na mecanica quantica, o estado de uma particula ndo é descrito por uma trajetéria
definida, mas por uma fung¢io matematica cuja interpretacio estd associada & probabilidade de
ocorréncia dos resultados de uma medida.

17



2 Postulados da mecanica quantica

A formulacdo matematica da mecénica quantica é baseada em um conjunto de postulados que
definem como representar o estado de um sistema fisico, como descrever grandezas observaveis,
quais resultados podem ser obtidos em uma medida e como o sistema evolui no tempo.

A seguir, apresentamos uma forma simplificada dos postulados, considerando principalmente
sistemas descritos por estados normalizados e observaveis com espectro discreto nao degener-
ado.

|I. Estado quantico.

Em um instante de tempo ¢, o estado fisico de um sistema quéntico é representado por um
vetor de estado

()

pertencente a um espaco de Hilbert complexo, denotado por H.

O vetor |1(t)) contém toda a informagao acessivel sobre o sistema. Em geral, considera-se que
o estado estda normalizado, isto é,

(P@®p(t) = 1. (2.1)

Na representacao de posigao, esse mesmo estado pode ser descrito por uma fungdo de onda
¥ (r,t), cuja normalizacdo é dada por

/Iw(r,t)l2 dr = 1. (2.2)
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Il. Observaveis.

Toda quantidade fisica mensuravel A é descrita por um operador hermitiano A atuando no
espaco de Hilbert H.

Esse operador é chamado de observavel. A condicdo de hermiticidade,

Al = 4, (2.3)

garante que os resultados possiveis de uma medida sejam ntimeros reais.

Exemplos importantes de observaveis sdo o operador posicdo Z, o operador momento linear p,.
e o operador energia, ou Hamiltoniano, H.

Na representacao de posicao, os operadores posicdo e momento linear sdo escritos como

>
I
&

. L 0
Dr = —zh%. (2.4)

Ill. Resultados possiveis de uma medida.

As tnicas medidas possiveis da quantidade fisica A sdo os autovalores a,, do operador associado

A.

Os autovalores e autovetores de A sdo definidos pela equacao de autovalores

A lan) = an |ay) , (2.5)

onde |a,) é o autovetor associado ao autovalor a,.

Assim, ao medir a grandeza A, o resultado obtido deve necessariamente ser um dos valores
permitidos a,.
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IV. Probabilidade de uma medida.

Quando medimos a quantidade fisica A em um sistema preparado no estado [¢), a probabilidade
de obter o autovalor a,, é dada por

P(an) = | {anl®) [* (2.6)

Essa expressao é conhecida como regra de Born.

O termo (a,|t¢)) representa a amplitude de probabilidade de encontrar o sistema no autoestado
|an). O médulo ao quadrado dessa amplitude fornece a probabilidade associada ao resultado
G-

Se o estado |¢) for escrito como uma superposigao dos autoestados de A,
) = calan), (2.7)
n
entdo os coeficientes ¢, sdo dados por

Cn = <an|¢> )

e a probabilidade de medir a,, é

P(an) = |eal?. (2.8)

V. Estado apos a medida.

Se uma medida da quantidade A for realizada e o autovalor a,, for obtido, o estado do sistema
imediatamente apds a medida passa a ser o autoestado correspondente a esse autovalor.

Para um espectro discreto nao degenerado, essa mudanca pode ser escrita como

{an|) a
) — s ). (2.9)

O fator

(anlt)
[ {an|®)) |2
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¢é apenas uma fase global. Como fases globais nao alteram o estado fisico, frequentemente
escrevemos simplesmente

[v) — |an) - (2.10)

Esse postulado expressa a chamada redugao do estado ou colapso da funcao de onda.
Ele indica que, apés a medida, uma nova medida imediata da mesma grandeza A produzira
novamente o mesmo autovalor a,, desde que o sistema nao tenha evoluido significativamente
entre as duas medidas.

No caso de autovalores degenerados, o estado ndo colapsa necessariamente para um tnico
autovetor, mas para a projecao de [¢)) no subespago associado ao autovalor medido.

VI. Evolucao temporal.

Na auséncia de medidas, a evolugdo temporal do vetor de estado [¢(t)) é governada pela
equacao de Schrodinger dependente do tempo:

L0 A
tho [9(8) = H[¢(1)), (2.11)

onde H é o operador Hamiltoniano, associado a energia total do sistema.

Esses postulados fornecem a estrutura conceitual e matematica da mecanica quantica. A partir
deles, ¢é possivel descrever fendmenos como a quantizacao da energia, a dualidade onda-particula,
o principio da incerteza, a estrutura eletrénica dos dtomos e as ligagdes quimicas.
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4 Equacao de Schroedinger e suas aplicacoes
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5 Sistemas de 2 elétrons

5.1 Atomo de Hélio

O atomo de hélio é constituido por um niicleo de carga +2e e dois elétrons. Considerando
explicitamente o movimento do ntcleo, as interacoes elétron—nucleo e a interacio entre os dois
elétrons, a equagdao de Schrédinger independente do tempo pode ser escrita como

PP

£ Pt
2M + 2me + 2me

2¢2 2¢2 €2

— - +
47T€0|’l"1 - R| 471'60’7"2 - R| 47’[‘60‘7’1 - T2|

W) = Er |¥). (5.1)

Nessa expressao, R e P representam, respectivamente, a posi¢do e o operador momento linear
do nicleo. Analogamente, 7*; e P, representam a posi¢cdo e o momento linear do elétron 1.

O primeiro termo corresponde a energia cinética do nicleo, enquanto os dois termos seguintes
representam as energias cinéticas dos elétrons. Os dois termos atrativos correspondem as
interagoes eletrostaticas entre o ntcleo e cada elétron, e o dltimo termo descreve a repulsao
eletrostatica entre os elétrons.

Para o atomo de hélio, o nimero atémico é Z = 2, e M representa a massa do ntcleo.

O estado do sistema é descrito por uma funcao de onda
U(ry, 2, R) = (r1,72, R|¥)

que depende das coordenadas espaciais dos dois elétrons e do niicleo. A energia total do sistema
é representada por Er.
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5.2 Hamiltoniano eletronico

Podemos introduzir um sistema de coordenadas relativas ao nicleo por meio das transfor-
macoes

R=R-R=0, (5.2)
T; R.

!
r;

Essa escolha corresponde a utilizar o nticleo como origem do sistema de coordenadas. De-
sprezando, por enquanto, as correcoes associadas a massa finita do nicleo, podemos separar o
movimento translacional global do movimento eletrdnico e escrever a funcao de onda total na
forma

\I/(Tl, TQ,R) = <T1,T2, R“I/>

= CePBIMy (¢! 1)),

A partir deste ponto, omitiremos as linhas que identificam as coordenadas relativas. Nesse
sistema de coordenadas, a equagdo de Schrodinger eletronica assume a forma

h? h? 2¢? 2¢?
SIS v SR v+ S SR (5.4)
2me 2me 47‘('607“1 471'607“2
o2
I = EU 5.5
+47T60|r1 e (r1,72) (r1,72), (5.5)
onde )
P
E=Fr— —
2M

¢é a energia interna do dtomo, isto é, a energia total sem a contribuicdo associada a translacao
global.

O raio de Bohr é definido por

Amegh? o
ag = — 5~ 0,5202 A,
Mmee
enquanto a energia de Hartree é dada por

2

1 Ha = /R 27,2114 eV.

47T€()a0

Nas chamadas unidades atémicas, adotamos

h=me,=¢e=4mey = 1.
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Consequentemente, as distdncias sdo medidas em unidades de ag, e as energias sdo medidas em
Hartree. O Hamiltoniano eletrénico do atomo de hélio pode, entdo, ser escrito como
N 1 1 2 2 1
H=--Vi-_V3a-— -~ — 5.6
2 ! 2 2 T1 ) ’Tl - 7’2‘ ( )
e pode ser decomposto na forma
I:I:ill—l-ilg-f-lﬁlg,
onde ) 5
hi = —§v§ - = (5.7)

T

(5.8)

Os operadores h; sao Hamiltonianos de um elétron sujeito ao campo eletrostatico do nicleo,
enquanto wio descreve a interacdo entre os dois elétrons.

O termo de interacdo elétron—elétron depende simultaneamente das coordenadas 71 e r5. Por
esse motivo, a equacao de Schrodinger do atomo de hélio ndo é separavel em duas equagoes
independentes de um elétron e ndo possui solugdo analitica exata simples.

5.3 Aproximacao de elétrons independentes

Uma primeira aproximacao consiste em supor que a funcao de onda espacial dos dois elétrons
possa ser escrita como um produto de fungdes de onda de um elétron:

U(ry,re) = (r)(rs). (5.9)

Para um 4dtomo hidrogenoide com carga nuclear Z, a funcio de onda normalizada do orbital
1s, em unidades atomicas, é

1/2
Y1s(r) = (ZS> e 7. (5.10)

™

Para Z = 2, essa seria a solugdo exata para cada elétron do a&tomo de hélio caso a interacgao
w19 fosse desprezada. Entretanto, como os elétrons interagem entre si, o produto definido na
Equation 5.9 constitui apenas uma aproximacao para a funcdo de onda eletrénica.

Como veremos adiante, os elétrons sao férmions e, portanto, a fungdo de onda eletrénica
total deve ser antissimétrica com relagdo a troca das coordenadas completas dos dois elétrons.
No estado fundamental do atomo de hélio, a funcdo de onda de spin é um estado singleto
antissimétrico. Consequentemente, a parte espacial da fun¢do de onda é simétrica e pode ser
representada pelo produto da Equation 5.9.
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5.3.1 12 tentativa de solucao

Na primeira aproximacao, empregamos diretamente orbitais hidrogenoides com carga nuclear

Z = 2. A funcao de onda espacial tentativa é, portanto,

Essa fungdo estd normalizada, pois é construida como o produto de dois orbitais 1s normaliza-

dos:

Como cada orbital é um autoestado do Hamiltoniano hidrogenoide com Z = 2, o valor esperado

\I/(l)(rl, ro) = §6_2(”+T2).
T

<\I/(1)|\IJ(1)> - 1.

de cada Hamiltoniano de um elétron é

(hi) = (@D |hiw®)

= // \I/(l)*(’r’l,Tg) <—;V22 - 2) \I’(l)(’l“l,’r‘g)dTld’l“g
T

= —2 Ha.

O valor esperado da interagdo entre os elétrons é

(12) =

<q;(1) |11 |\p(1)>

1
= // \If(l)*(’l‘l,Tg)i\I/(l)(Tl, ’I‘Q)dTldTg
71 — 72|
)

= — Ha.

Dessa forma, a energia eletrénica aproximada é

Em elétron-volts,

O = (w0 fp®)
= (1) + (ha) + (ib1s)
——2-2+ g
— —— Ha.

EW = —2.75 Ha = —74,8314 €V.
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Esse resultado apresenta um erro de aproximadamente 5% em relacdo & energia experimental
do estado fundamental. O resultado é menos negativo porque a funcdo de onda tentativa nao
descreve adequadamente a reorganizacao da densidade eletroénica provocada pela repulsao entre
os elétrons.

! Principio variacional

Seja |¥() o estado fundamental de um Hamiltoniano H , com energia Fgy, de modo que
H W) = Ey o).

Para qualquer funcdo de onda tentativa normalizavel |¢), vale a desigualdade

<¢\ﬁ’¢> > E (5.12)
— = Lpo. .
(¥]¥)
A igualdade é satisfeita quando [¢) pertence ao subespaco associado ao estado fundamental.
Para um estado fundamental ndo degenerado, isso significa que [¢)) deve ser proporcional
a |\I/0>

° ~ . s . . .
1 Demonstracao do principio variacional

Consideremos conhecido o conjunto completo de autoestados ortonormais de H , tal que
H|U,) = E,|¥,),

com o
(Un|¥m) = nm, e Z (W) (¥n| =L
n=0

Podemos expandir uma funcao de onda tentativa arbitraria |1) nessa base como
oo
sy = Z cn W), onde ¢, = (¥,|).
n=0
sdo os coeficientes de expansao. O valor esperado da energia é, entao,

A S 2
(viity) 25l
W s

n=0
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Subtraindo Ejy, obtemos

2
A cnl“(Ey — E
W) 0T '
Z ‘Cn|2
n=0
Como E, — Ey > 0 para todo n, o lado direito é nao negativo. Logo,
(wily)
A > F.
(l)

Para um estado fundamental ndo degenerado, a igualdade (f[ ) = Ey somente ocorrera
quando ¢, = 0, para todo n # 0. Isto é, |¢) o |¥p), ou seja, a funcdo de onda tentativa é
proporcional ao estado fundamental exato.

@ Principio variacional com pardmetros variacionais

Se a funcao de onda tentativa depender de um ou mais pardmetros variacionais, represen-
tados genericamente por A, podemos escrever

) = 1p(N) -
A energia variacional correspondente é
(el M)
PN)PN)

O melhor valor do pardmetro dentro da familia de funcbes considerada é obtido
minimizando-se E(\):

dE(X) ~0
dA e
com a condi¢do adicional
d’E
d\2 N

Mesmo ap6s a otimizagao, o principio variacional continua garantindo que
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5.3.2 22 tentativa de solucao:

Desta forma, usando o teorema variacional podemos escrever uma funcdo de onda tentativa
baseada na Equation 5.10 mas usando uma fung¢ao de 1 elétron generalizado da forma

1/2
Y(r) = (As> e (5.13)

T
sendo A o parametro variacional. Com essa funcido de onda temos que
~ 1 9 .
(hiy=S(O2=40) e (i) =2\
2
e o valor esperado do Hamiltoniano total sera
. . R 27
_ ~ _\2 _ =7
() = () + (ho) + (@12) = X = T2

cujo valor 6timo do parametro serd A, = 27/16 = 1.6875. Lembrando que A tem carater
de carga do nicleo no caso de um atomo hidrogendide, podemos dizer que esse valor de A
representa uma carga blindada do ntcleo do atomo de He que os elétrons interagem. Nesse

caso temos como valor esperado da energia <fI > = —2.84766 Ha = —77.4887 eV, que agora
*

nos fornece 1,8% de erro em relaciao ao valor experimental.

Veremos mais adiante que uma escolha melhor para a func¢do de onda do atomo de He pode ser
uma combinacio de diversas fungoes de onda de Slater com pardmetros \; distintos.

5.4 Molécula de Hidrogénio
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6 Método de Hartree-Fock

6.1 Problema Geral de Muitos Elétrons

O caso geral de um sistema de M niucleos atomicos e N elétrons interagindo entre si pode ser
tratado através da Equagdo de Schrodinger escrita na forma

M Pz 2
ZQMA 2 ZZ o o o

Alzl

1 M M 2
522 ) 52 Z (4mep)| R4 — Rp] ) = Er|¥)

sendo Z4 e M4 o niimero atdmico e a massa atdmica do nicleo A, respectivamente.

Usando a aproximacao de Born-Oppenheimer, podemos separar a dindmica dos niicleos
da dindmica dos elétrons tal que

U({ri}, {Ra}) = Z‘I’ ({ri)¥n({Ra}) (6.1)

onde a fungédo eletrénica W.({r;}) depende parametricamente do conjunto de posi¢oes dos
nicleos {R4} e U,({RA}) é a funcdo de onda dos nicleos.

A equagao de Schrodinger para a parte eletronica, em unidades atémicas, fica entdo na forma

1 s Sasn 24 1LY 1
__ Vi — + —
2; Z ;;‘ri_RA‘ 2;;% 7]

Ve({ri}) = Eee({Ra}) Ve ({ri})

onde Eqo({R4}) é a energia eletronica que depende parametricamente da posigao dos niicleos
atomicos.

A equagdo de Schrodinger que representa a dindmica dos nicleos é escrita como

2
) Z % + Eele({RA})] U, {Ra}) = ErV,({Ra}) (6.2)
A=l
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sendo Ep a energia total do sistema.

Nosso intuito é resolver a Equation 6.2 que é o problema eletrénico de diversos sistemas
em Quimica Quantica. Em seguida, voltaremos a Equation 6.2 afim de analisar como as
configuragdes eletronicas das moléculas podem determinar seus estados de vibragdo e rotacao.

6.2 Método de Hartree-Fock

Usando o Equation 5.12, podemos escolher uma func¢éo de onda eletronica tentativa |¥.) tal
que o valor esperado para o Hamiltoniano eletrénico molecular H, possa ser calculado como

By < (Wl H.|W. )

onde Ej é a energia do estado fundamental eletronico e a ¢ ¢ 0 Hamiltoniano eletronico molecular
definido, a partir da Equation 6.2, como

H, Zh+ ZZ

i=1 j#i |r177‘]‘

onde h; é o operador de 1 elétron que inclui a energia cinética do elétron e a interagao
coulombiana elétron-nicleo, escrito na forma

hi = Z i~ Ral RA\

enquanto o termo de interacao elétron-elétron é dado por

1 LN 1

322

i=1 j£i ri =75l

O potencial de interagdo nicleo-nicleo V,,,, dado por

M M  ZaZp

2 1z 1 B£A

nao é incluido no Hamiltoniano eletronico, pois ele ndo depende das coordenadas eletronicas e
portanto, ndo afeta a fungdo de onda eletrénica. No entanto, o termo V,,,, deve ser adicionado
a energia total da molécula, como veremos mais adiante.
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6.3 Determinante de Slater

A funcdo de onda eletronica de muitos elétrons |¥.) na base de posigdes e spins deve ser escrita
como V.(xy,x2,...,xy) onde x; = (r;,0;) é uma varidvel que representa conjuntamente a
posicdo r; e o spin o; do elétron 7. Sabemos que tal fungdo de onda pode ser escrita em termos
do produto de funcoes de onda para 1 elétron, 1;(x;), onde i representa o elétron e j o estado
de 1 elétron, e com a condigao que (¢;|1;) = d;5. E comum denominarmos o conjunto ()
como conjunto de spin-orbitais molecular.

Para satisfazer o principio de exclusao de Pauli devemos construir uma fun¢do de onda que
seja totalmente anti-simétrica sobre permutagoes de 2 elétrons, tal que Ve(x1, x2,...,xN) =
—W.(xe,x1,...,zN). Para resolver esse problema, Slater propos que a fungao de onda de
N elétrons seja escrita na forma de um determinante de func¢des de onda de 1 elétrons. O
determinante de Slater é escrito como

Yi(x1)  e(z1) ... Pn(z1)

\Iie(ml,azg,...,a:N):\/% 2!)1(:932) 1/)2(:91:2) TZJNSCIJQ) (6.3)

Qﬁl(;ICN) 1/12(;31\/) wN(.fEN)

onde cada linha corresponde a uma coordenada eletronica a; e cada coluna corresponde a um

spin-orbital ocupado ;. O termo \/% vem da condicdo de normalizacdo da funcdo de onda

Ue(x1,x2,...,xN) dos N elétrons (N! é o niimero de permutagoes possiveis de N elétrons).

6.4 Regras de Slater-Condon

Usando o determinante de Slater, podemos mostrar as chamadas regras de Slater-Condon
tal que para o operador de 1 elétron temos que

N A~
<\I/e ‘I’e> = (Wil ha|es)

i=1
enquanto que para o operador de interacdo elétron-elétron, que é um operador de 2 elétrons,
temos que

N A
=Y [ttt de,
=1

(v | 7o) = 32 (vt g o)
1@ %@m@ ‘W@
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onde, de forma geral, temos que

1‘ ¢k”¢l> = // ¢;($1)¢;(w2)ka(wl)wl(aa) da1dxs,

71 — 72

<¢ﬂ/1j

de modo que o primeiro termo da Equation 6.4 é a interagao direta de Coulomb e o segundo
termo ¢ a interacao de troca. Essa interacdo de troca ndo possui andlogo na fisica classica e tem
sua origem na antissimetria da funcao de onda eletronica exigida para férmions indistinguiveis

6.5 Equacoes de Hartree-Fock

Afim de encontrar os melhores spin-orbitais para determinar a energia do estado fundamental
do nosso sistema, devemos utilizar o teorema variacional novamente. Como os spin-orbitais
devem satisfazer a condi¢do de ortonormalidade

(Wilyj) = 65,
podemos construir uma Lagrangeana na forma
~ N N
LAWY = (Rl Hel W) = D7D e (Wileey) — 8i5)
i=1j=1

onde o primeiro termo é o valor esperado do Hamiltoniano eletrénico molecular sem a interacao
ntcleo-nicleo, enquanto os termos ¢;; sao multiplicadores de Lagrange introduzidos para
garantir a ortonormalidade dos spin-orbitais.

Efetuando a derivada variacional em relacao a (1|,

SLY) _

§ (|

obtemos

N
Flry = enjlv)
=1

onde o operador de Fock é definido como

>

N
FZB-FZ( Z—Rz)
=1
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onde J; e K; sdo, respectivamente, os operadores de Coulomb e de troca associados ao spin-
orbital ocupado ;.

O operador de Coulomb .J; atua sobre um spin-orbital 1y, (x) na forma

X m/ 2
Junta) = | [ 2| o

onde x = (r,0) e ' = (r',0’) representam as coordenadas espacial e de spin dos elétrons.

O termo entre colchetes pode ser interpretado como o potencial coulombiano médio produzido
pela distribuigao eletronica associada ao spin-orbital ;. Portanto, J; é um operador local,
pois sua atuagdo sobre ¢ (x) resulta na multiplicacdo desse spin-orbital por uma fungao da
posicao.

J4 o operador de troca K; é definido por

Ko@) = | de bi(a)

r—1r'|

e surge diretamente da antissimetria da funcdo de onda eletrénica representada pelo determi-
nante de Slater.

Ao contrario do operador de Coulomb, o operador de troca é nao local, pois sua atuagdo sobre
1, depende dos valores desse spin-orbital em todas as posicoes /.

Dessa forma, a acdo completa do operador de Fock sobre um spin-orbital pode ser escrita
como

| Operador de troca

E importante notar que o termo de troca somente contribui entre elétrons de mesmo spin.
Isso ocorre porque os spin-orbitais podem ser escritos como

Yi(x) = pi(r)xi(o),

de modo que o termo de troca contém o produto

X; (0")xr(0").
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Para spin-orbitais com spins diferentes, as fun¢des de spin sdo ortogonais e

[ xieale o’ =0,

Assim, o operador de troca atua apenas entre elétrons de mesmo spin.

1 Cancelamento de autointeracgao
Um resultado importante ocorre quando ¢ = k. Nesse caso,
Jivi = Kb,
de modo que
(J} - K) W = 0.

Portanto, no método de Hartree-Fock, a contribuicdo de Coulomb correspondente a
interacdo de um elétron consigo mesmo é exatamente cancelada pela contribui¢do de troca.
Esse cancelamento elimina a autointeragao eletrénica presente no termo de Hartree.

Nesse estagio, as equagoes de Hartree-Fock ainda ndo possuem a forma de um problema de
autovalores simples, pois os multiplicadores de Lagrange ¢;; formam uma matriz.

Como o operador de Fock é hermitiano, a matriz dos multiplicadores de Lagrange também
pode ser escolhida hermitiana,

*

Ei]’ = 6]1"

Dessa forma, existe uma transformacao unitaria dos spin-orbitais capaz de diagonalizar a matriz
€. Definindo novos spin-orbitais por

[0f) = 2 Usilis),
J
onde U é uma matriz unitaria tal que

UTeU = diag(ey, €2, ..., en),

obtemos a forma canonica das equacoes de Hartree-Fock,

F|¢h) = e [U) (6.4)
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Os spin-orbitais [¢;,) obtidos dessa forma sdo denominados spin-orbitais canénicos de
Hartree-Fock, enquanto €; sao suas respectivas energias orbitais.

Embora as equacoes de Hartree-Fock aparecam agora na forma de um problema de autovalores,
devemos notar que o operador de Fock depende dos préprios spin-orbitais ocupados usados
para construi-lo. Dessa forma, as equagoes devem ser resolvidas de maneira auto-consistente.

Quando os orbitais moleculares sdo expandidos em um conjunto finito de fungoes de base, como
funcgoes gaussianas,

pi(r) = ZCW'QSH(’P),
o

as equagoes integro-diferenciais de Hartree-Fock podem ser transformadas em um problema
matricial conhecido como equagoes de Roothaan-Hall,

onde F ¢é a matriz de Fock, C contém os coeficientes c,; da expansao dos orbitais moleculares,
S é a matriz de sobreposicdo entre as funcoes de base e € é a matriz diagonal das energias
orbitais. A presenca da matriz S ocorre porque, em geral, as fung¢des gaussianas utilizadas
como base néo sdo ortogonais entre si. Assim, o problema de Hartree-Fock passa a ser resolvido
como um problema de autovalores generalizado. Os detalhes sobre a construgao, propriedades
e escolha dessas fungoes de base serdo discutidos no Chapter 8.

6.6 Método auto-consistente

No procedimento auto-consistente (SCF, do inglés Self Consistent Field) é necessario decidir a
forma dos orbitais e inseri-los.

Para uma molécula de camada fechada, utiliza-se normalmente o método RHF (Restricted
Hartree-Fock). Nesse caso, dois elétrons de spins opostos ocupam o mesmo orbital espacial
vi(r), de modo que os spin-orbitais sdo escritos como

Via(x) = 0i(T)Xa(0) = pi(r1) 1)

Yig(®) = @i(r)xp(0) = i(ri) 1)

Assim, cada orbital espacial ocupado contém dois elétrons com spins opostos.
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4: Beryllium 2,2

Figure 6.1: Atomo de Berilio (Be) com Z = 4.

Por exemplo, no caso do 4tomo de Be (berilio com Z = 4, representado na Figure 6.1), a fungao
de onda no RHF é escrita da seguinte forma

e1s(r) 1) ers(r) 1) pas(ri) [T) pas(r1) [1)

P (21 @0, 5, 1) = L es(r2) (1) pis(ra) ) pas(r2) [T) pas(re) 1)
HHERE o e VAl [e1s(r3) 1) @1s(rs) 1) @2s(rs) (1) was(rs) [4)]

e15(ra) 1) @rs(ra) 1) @2s(ra) [1)  pas(ra) 1)

com uma reducao dimensional do problema pela metade. Note que embora tenhamos 4 elétrons,
temos apenas dois orbitais moleculares a serem otimizados, o 1s e o 2s.

No caso de sistemas de camada aberta, uma possibilidade é utilizar o método ROHF (Restricted
Open-Shell Hartree-Fock). Nesse método, os elétrons emparelhados continuam compartilhando
os mesmos orbitais espaciais, enquanto os elétrons desemparelhados ocupam orbitais adi-
cionais.

Uma vantagem importante do ROHF é que a fun¢do de onda pode ser construida como
autofuncao dos operadores S? e S, de modo que o estado possui um valor bem definido de
spin total.

Tomando o atomo de Li (litio com Z = 3, conforme Figure 6.2) como exemplo podemos
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3: Lithium 2.1

Figure 6.2: Atomo de Litio (Li) com Z = 3.

R B L B [ e T
Yrour (®1, @2, T3) = 7 p15(r2) 1) 1s(ra) [1)  pas(r2)
les(r3) (1) wrs(rs) ) pas(rs) [1)

Uma alternativa é o método UHF (Unrestricted Hartree-Fock), no qual os elétrons com spins
1) e [{) podem ocupar orbitais espaciais diferentes.

No caso do atomo de Li, usado no exemplo anterior, a fung¢do de onda no UHF é definida
como
o Palr) 1) @ (r) 1) @e(r1) 1)
Uynp (@1, 2, @3) = 7 Pa(r2) [1) wn(r2) 1) @c(r2) [1)],
C|ea(rs) 1) @n(r3) 1) @e(rs) [1)

onde cada orbital molecular ¢;(r) pode ter uma energia distinta. A figura Figure 6.3 representa
graficamente os trés métodos descritos acima.

Essa maior liberdade variacional permite que os orbitais ¢;(r) se ajustem independentemente,
o que geralmente leva a uma energia Hartree-Fock menor ou igual & obtida com uma funcao de
onda restrita.

No entanto, essa maior flexibilidade possui uma consequéncia importante. A funcdo de onda
UHF é, em geral, autofuncdo de S, mas nao necessariamente de 52. Assim, o determinante
UHF pode conter contribuicoes de estados com diferentes valores de spin total.
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Figure 6.3: Diferenca entre os métodos RHF, ROHF e UHF..
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Esse fendmeno é denominado contaminagao de spin.

A contaminacao de spin pode ser avaliada através do valor esperado

A

(5%).

Para um estado de spin puro com ntimero quantico de spin S, devemos ter

(§?) = S(S+1)

em unidades de h2.

Por exemplo, para um estado dubleto,

e portanto

Se um calculo UHF para um sistema que deveria estar em um estado dubleto fornecer um valor
significativamente maior que 0.75, isso indica a presenca de contribui¢ées de estados de spin
mais alto na funcao de onda.

Assim, enquanto o ROHF preserva um estado de spin bem definido, o UHF oferece maior
flexibilidade variacional ao custo da possivel ocorréncia de contaminagao de spin.

Assim, no UHF, os orbitais moleculares v; sdo mais flexiveis do que no RHF e no ROHF,
produzindo assim resultados mais flexiveis e frequentemente com energia variacional mais baixa.
No entanto, como todos os v; sdo definidos de forma diferente, a quantidade de célculo é o
maior em comparacao ao RHF e ao ROHF.

I Algoritmo SCF

O procedimento auto-consistente é descrito como:

1. Decida a geometria do sistema que deseja resolver: {Ra},{Z4}, N e defina o tipo
de conjunto de base;

2. Defina o conjunto de base ¢, (confome Equation 8.1) a ser utilizado;
3. Calcule as integrais Sy, hyw, Juw € K, usando o cojunto de base ¢;

4. Inicialize o método com um chute inicial para a matriz densidade Pﬁg);
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n) (n),

5. Construa a matriz de Fock F,SV a partir da matriz densidade Py,’;

6. Resolva as equagoes de Roothaan-Hall

F(n)c(nJrl) — Sc(n+1)6(n+1)

(n+1),

para obter novos coeficientes dos orbitais moleculares Cui

7. Construa uma nova matriz densidade P,SZH) a partir dos orbitais ocupados. Para o
caso RHF,

N/2
n+1 Z n+1 n+1)*

8. Calcule a nova energia eletronica E("+1) e verifique a convergéncia. Por exemplo,
podemos utilizar simultaneamente os critérios

’E(NH) _ E(n)‘ <ep

oo -9 <

onde € e ep sdo tolerancias previamente definidas. Se ambos os critérios forem satisfeitos,
o procedimento auto-consistente é considerado convergido. Caso contrario, utilize a nova
matriz densidade para construir uma nova matriz de Fock e retorne ao passo 5.

9. Apos a convergéncia, obtenha os orbitais moleculares a partir dos coeficientes c,; e
suas respectivas energias orbitais a partir de ¢;.

Isso pode ser representado graficamente por um fluxograma como na Figure 6.4.
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Geometria:
Defina os parametros do sistema
de interesse {Ra},{Za}, N

Conjunto de base:
Defina as funcdes ¢, (r) ==
para o conjunto de base

Calcula as Integrais:

Swwo Wi D © I

Chute Inicial
Coeficientes "

pk

Calcula
Matriz de Fock £,

Y

Resolve
Eq. Roothan-HF para 62:1

Y

Convergéncia? SIM Fim
Auto-consistente ¢ = ¢ P Calcula propriedade

pk

e

Figure 6.4: Método auto-consistente (SCF) para resolugdo das equagdes de Roothan-
Hartree-Fock.

Na pratica, procedimentos de mistura da matriz densidade e métodos de aceleragao de
convergéncia, como DIIS, sdo frequentemente utilizados para tornar o processo SCF mais
estavel e eficiente.

6.7 Energia Total

A energia eletronica da molécula Ey nao é igual a soma dos autovalores das equagoes de HF,
FEy # Zfil ¢;. De fato, podemos notar que

N R N . .
Ey=> <1Mh +3 Z(Jj - Kj)’¢i>

i=1 j=1

44



enquanto que os autovalores de HF sdo obtidos da Equation 6.4 como sendo

€ = <¢1|h+z |¢z>

7j=1
de tal modo que podemos escrever
N

Eozéeiéz@z |¢Z>

i=1
A energia total da molécula deve levar em conta a repulsdo eletrostatica entre os nicleos tal
que
Etot = Eo + Vin (6.5)
com
M M ZaZp

Z 2 |RA — Rp|’ (6.6)

20z 1 B£A

6.8 Densidade Eletronica

Vamos definir o operador de densidade de 1 corpo como sendo dado por

N
= Z o(r —mr;) (6.7)
i=1
de modo que o valor esperado desse operador seja calculado como
p(r) = (¥|p(r)|¥)

N
= /\IJ*(:BN) lz S(r — n)] \IJ(mN) dx
i=1

que pode ser resolvida usando as regras de Slater-Condon. De fato, chegamos a seguinte

relagdo
1/2

-N Y /|\Ilrsac Y2 daN !

s=—1/2
1/2

=N Z /\\Ilrsxg,zcg,..., )|2dw2dw3...de,
s=—1/2
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onde podemos notar que essa distribuicao é de fato uma densidade eletronica pois sua integral
nos da o nimero total de elétrons,

N:/p(r) dr

No caso UHF, onde cada orbital molecular é escrito separadamente, podemos encontrar que

N
p(r) = |ei(r)?
=1

e ja no caso RHF, temos uma degenerescéncia dupla de spin para cada orbital molecular, de

modo que
N/2

p(r) =2 |ei(r)P,
i=1

de modo que ha apenas N/2 orbitais moleculares como solugao das equagoes de HF.

6.9 Correlacao Eletronica

O método de Hartree-Fock aproxima a fungdo de onda eletrénica por um tinico determinante
de Slater,

L

m det [1/%(%)] ’

Yyp =

onde cada spin-orbital é escrito como

Yi(x) = pi(r)xi(o).

Essa aproximagao descreve exatamente, dentro de um tnico determinante, os efeitos associados
a antissimetria da funcao de onda e, consequentemente, a interacdo de troca entre elétrons de
mesmo spin. No entanto, ela ndo descreve completamente o movimento correlacionado dos
elétrons causado pela interacdo coulombiana entre eles.

Fisicamente, a presenca de um elétron em uma determinada regiao do espaco modifica a
probabilidade de encontrar outros elétrons em sua vizinhanga. Os elétrons tendem a ajustar
seus movimentos instantaneamente de forma a reduzir a repulsdo coulombiana. Esse efeito é
denominado correlagao eletronica e ndo pode, em geral, ser representado completamente
por um unico determinante de Slater.

A energia de correlacao pode ser definida como a diferenca entre a energia eletronica exata nao
relativistica, dentro da aproximacao de Born-Oppenheimer, e a energia obtida no limite de
Hartree-Fock,
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Ecorr = Lvexata — EHF

onde Eyr corresponde a energia obtida no limite de um conjunto de base completo. Como o
método de Hartree-Fock é variacional,

EHF > Eexatav

de modo que

ECOI‘I‘ S O

E importante distinguir troca de correlacéo eletrénica. A troca é consequéncia direta da
antissimetria da funcio de onda de férmions e ja estd incluida no método de Hartree-Fock
através do operador de troca K. A correlacdo eletronica, por outro lado, estd associada aos
efeitos da interacao entre os elétrons que nao podem ser descritos por um tnico determinante.

Uma forma intuitiva de entender essa limitagao é considerar dois elétrons de spins opostos.
Como o termo de troca atua apenas entre elétrons de mesmo spin, dois elétrons de spins
opostos ndo apresentam interacdo de troca entre si no método de Hartree-Fock. Ainda assim,
devido a repulsao coulombiana, seus movimentos reais sao correlacionados: quando um elétron
se encontra em determinada regidao do espaco, o outro tende a evitar essa regido. Esse
movimento correlacionado nao é descrito adequadamente pela aproximacao de campo médio de
Hartree-Fock.

6.9.1 Correlacao dinamica e estatica

E comum separar qualitativamente a correlagdo eletrénica em duas contribuicbes: correlacao
dindmica e correlagao estatica, também denominada correlagdo nao dindmica.

A correlagdo dindmica estd associada ao movimento correlacionado dos elétrons em pequenas
escalas de distancia devido a repulsao coulombiana instantanea. Mesmo quando um tinico
determinante fornece uma boa descri¢ao qualitativa do estado eletronico, pequenas corregoes
na distribuicao relativa dos elétrons sdo necessarias para reduzir a energia do sistema.

A correlacgao estdtica torna-se importante quando mais de uma configuragao eletrénica possui
energia semelhante. Nesse caso, um tnico determinante de Slater deixa de fornecer uma
descrigao adequada da funcdo de onda. Um exemplo tipico ocorre durante a dissociagao
de uma ligagdo quimica, quando diferentes configuragdes eletronicas podem se tornar quase
degeneradas.

Assim, podemos representar qualitativamente

47



Ecorr ~ Edin + Eest

corr corr?

embora essa separacdo nao seja, em geral, rigorosamente tnica.

6.9.2 Métodos pés-Hartree-Fock

Para recuperar a correlacao eletronica que nao esta presente na aproximacao de Hartree-Fock,
foram desenvolvidos diversos métodos denominados pds-Hartree-Fock. Em geral, esses
métodos utilizam os orbitais obtidos em um calculo Hartree-Fock como ponto de partida e
introduzem configuragoes eletronicas adicionais ou corregdes perturbativas.

Entre os métodos mais comuns estao:

o teoria de perturbacdo de Mgller-Plesset, como MP2;

o interagdo de configuragoes (Configuration Interaction, CI);

o métodos Coupled Cluster, como CCSD e CCSD(T);

e métodos multiconfiguracionais, como CASSCF, utilizados principalmente quando a corre-
lacao estatica é importante.

Esses métodos diferem na forma como a correlacao eletrénica é incorporada e no custo com-
putacional associado. Em geral, uma descricdo mais completa da correlagdo eletronica exige
um custo computacional significativamente maior que o método de Hartree-Fock. A Figure 6.5
ilustra qualitativamente a relacdo entre o custo computacional e a precisao dos métodos
pés-Hartree-Fock.

A teoria do funcional da densidade oferece uma estratégia diferente. Em vez de construir
explicitamente uma funcao de onda de muitos determinantes, a DF'T busca incorporar os efeitos
de troca e correlacdo através de um funcional da densidade eletrénica, denominado funcional
de troca-correlagao Exclp].
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Figure 6.5: Comparagao entre esforgos computacionais dos métodos pds-Hartree-Fock.
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7 Teoria do funcional da densidade

A teoria do funcional da densidade (DF'T, sigla em inglés para Density Functional Theory) se
baseia na ideia que a energia total de um sistema com N elétrons e M nucleos atomicos possa
ser escrita como um funcional da densidade eletronica dado por

Eolp(r)] = (W|H.|¥)
= (O[T, + Ve + Vo)

onde ¥ é a fungdo de onda dos IV elétrons e contem toda a complexidade do sistema. Nessa
visdo, os nucleos atomicos agem como potenciais externos sobre os elétrons, cujo valor esperado
dessa interacao pode ser calculado por

] U(z™) dae™

(i) = [ [S3

1=1a=1

— { [ve) [Z 2> VZR] (2" dwN} dr
/|T ol dr = [ Vs ()

onde Ve (1) pode ser entendido como o potencial externo produzido pelos nicleos atémicos
sobre os elétrons. Assim, podemos escrever um funcional de energia eletronica do sistema na
forma de

Ir; —

Eo[p(r)] = <\IJITe + V\\If> - / Vext (1) p(r)dr

P+ [ Vealr)o(r)dr

onde agora os termos de energia cinética dos elétrons e a energia de interagao elétron-elétron
somados dao origem ao funcional de energia da densidade eletronica. Esse funcional, Eyx[p(7)]
é conhecido como funcional de Hohenberg-Kohn e sua forma funcional é desconhecida.

(7.1)
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7.1 Teoremas de Hohenberg-Kohn

Os teoremas de Hohenberg-Kohn constituem a base formal da teoria do funcional da densidade
e foram demonstrados originalmente em 1964 (Hohenberg and Kohn 1964). O objetivo principal
é trocar a fungdo de onda para N elétrons, ¥({r;}), que depende de 3N coordenadas espaciais,
pela densidade eletronica p(r), que depende apenas de 3 coordenadas espaciais.

7.1.1 Primeiro teorema de Hohenberg-Kohn

Theorem 7.1. Para um sistema de elétrons interagentes no estado fundamental, o potencial
externo Vegy(r) € determinado univocamente pela densidade eletronica po(r), a menos de uma
constante aditiva. Consequentemente, a densidade eletronica do estado fundamental determina
o Hamiltoniano do sistema e, portanto, todas as propriedades do estado fundamental.

1 Demonstracio do primeiro teorema de Hohenberg-Kohn

A demonstracao pode ser feita por contradicdo. Suponha que existam dois potenciais exter-
nos distintos, Vext(7) e Vi (r), que ndo diferem apenas por uma constante, mas produzam
a mesma densidade eletronica fundamental po(r). Os Hamiltonianos correspondentes sao

A A

IA{ZTe‘*"A/ee"‘V;axt

ﬁ/:,f‘e"i_‘?ee"i_‘?e/

xt )

com estados fundamentais ¥y e Uy, e energias Fy e E|), respectivamente.
Pelo principio variacional,

Ey < (Wy|H|wp).
Como

B = 0+ Vi~

ext»

temos

Ey < Byt [ polr) [Vess(r) = Vi (7)] .

Invertendo os dois sistemas, obtemos

By < Bo-+ [ pofr) [Via(®) = V()] .

Somando as duas desigualdades,
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Ey + Ej < E, + Ey,

0 que constitui uma contradig¢do. Portanto, dois potenciais externos distintos, exceto
por uma constante aditiva, ndo podem produzir a mesma densidade eletronica do estado
fundamental.

7.1.2 Segundo teorema de Hohenberg-Kohn

Theorem 7.2. Para um dado potencial externo Vey(r), o funcional de energia

Blp) = Barlp) + [ Vea(r)o(r)dr

atinge seu valor minimo quando p(r) € a densidade eletronica do estado fundamental py(r).
Portanto,

Elp] = E[po] = Ep.

1 Demonstracio do segundo teorema de Hohenberg-Kohn

A demonstracao do segundo teorema pode ser feita diretamente a partir do principio
variacional. Considere uma densidade tentativa p(r) associada a uma fung¢do de onda
normalizada W. Pelo principio variacional de Rayleigh-Ritz,

(WHW) > (Vo H|Wy) = Ep.
Como o Hamiltoniano eletrénico pode ser escrito como

A A A

H:Te‘i“?ee"i“/exta

temos

(W) = (VT + Vi 0) + [ Veselr)p(r)dr.

Identificando o funcional universal de Hohenberg-Kohn como

Euglo] = (0|, + Vi),

podemos escrever

Elp] = Bulpl + [ Vewe(r)p(r)dr.

Portanto, pelo principio variacional,
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Elp] > Ep.

Para a densidade eletronica do estado fundamental, po(r), temos

E[pO] = EOa

de modo que

Elp] = Epo].

Assim, a energia do estado fundamental é obtida pela minimizacao do funcional de energia
em relacdo a densidade eletronica,

Ep = min E[p],
P
sujeita & condigdo de normalizacio

/p(r)dr = N.

Portanto, o funcional de energia atinge seu valor minimo quando a densidade tentativa
coincide com a densidade eletrénica do estado fundamental,

! Funcionais e Cédlculo Variacional

Um funcional é uma aplicacdo que associa um niimero a uma fun¢do. Um exemplo simples
é um funcional da forma

Pl = [ f(u(r))ar,
onde f(u) é uma func¢do continua. Nesse caso, uma pequena variagdo da funcdo,

u(r) = u(r) + du(r),

produz uma variacdo do funcional dada por

OF = Flu+ du] — Flu).

Assim,

5F :/[f(u+5u) — f(u)]dr.

Expandindo f(u + du) em série de Taylor até primeira ordem,
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flu+du) = f(u)+ gi&L + O(5u2),

obtemos

0
5F:/a£<5u(r)dr.

A derivada funcional é definida através da relagao

OF
5F:/5U(T)5u(1‘)d7',

de modo que, para esse caso simples,

5F  of
su(r) — ou’

7.1.2.1 Funcionais dependentes do gradiente

Um caso mais geral e particularmente importante em teoria do funcional da densidade
ocorre quando o funcional depende nao apenas da funcao u(r), mas também de seu
gradiente,

Flu] = / £ (u(r), Vu(r)) dr.

Aplicando uma pequena variacio

u(r) — u(r) + du(r),

temos

Vu(r) — Vu(r) + Viu(r).

A variacao do funcional, mantendo apenas os termos de primeira ordem, serd

_ [[9f of
5F—/[8u5u+a(vu) V(Su} dr.
O segundo termo pode ser integrado por partes utilizando
of of [ of }
=== 0u| = == - Véu+ouV - | == .
v |:8(VU) u} d(Vu) Voutouv d(Vu)

Assim,

5F:/[g£—V~ (8(8Vfu)ﬂ oudr

+/V- [a(gvfu)éu} dr.
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Assumindo que du(r) seja nula na fronteira do dominio, o termo de superficie desaparece.

Portanto,
OF = /[ ( (8Vfu)>] ou(r)dr.

Comparando com a definicdo da derivada funcional,

OF
5F—/6u(7‘)(5u r)dr

525;) gi \ (8(8Vfu)>

obtemos

que corresponde a forma funcional da equacao de Euler-Lagrange.

7.1.2.2 Condicado de extremo

Quando buscamos uma funcdo u(r) que minimize ou maximize o funcional F'[u], devemos
impor

0F =0

para qualquer variagdo admissivel du(r). Isso implica

gi v (8(@;)) =0

que é a equacgao de Euler-Lagrange associada ao funcional.

7.1.3 Propriedades

Tais derivadas possuem algumas propriedades interessantes:

+ se Flu(w)] = Mu()] + uBlu(x)] entio Sl = Mouge) T HseGT
e se F[U(CC)] = [u(ﬂj)]B[U(SL‘)] entao éu(x) =4 6?) + 53&)3

O principal problema do DFT é determinar a forma explicita, aproximada ou ndo, do funcional
universal de energia de Hohenberg-Kohn, Eyk[p(r)], afim de resolver o problema variacional e
obter a densidade eletronica para um dado potencial externo, Vex (7).
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7.2 Método de Kohn-Sham

Em 1965, Kohn e Sham propuseram um método pratico para resolver o problema variacional da
DFT introduzindo um sistema auxiliar de elétrons nao interagentes que reproduz a densidade
eletronica do sistema interagente (Kohn and Sham 1965). Nesse caso, o funcional de energia de
Hohenberg-Kohn pode ser escrito como

Enk|p(r)] = Es[p(r)] + Eulp(r)] + Exclp(r)];

onde Eg é a energia cinética de elétrons nao-interagentes dada por

_ T (o) [~ 192 () dae
Bslol = Y (il — 497105 ;/mu( 3V ) vi(a)da

=1

com |1);) sendo os spin-orbitais moleculares de 1 elétron. O termo Ey é a energia de Hartree
da interacdo coulombiana na aproximacao de campo médio dada por

Eulol = |/ ”f)_”(,)dd

e, por fim, o termo Exc é denominado como funcional de energia de troca-correlagdo (em
inglés, eXchange-Correlation) e é definido como

Exclel = ((T.) = Bslol) + ((Vee) — Enlp])

onde a primeira diferenca <Te> — Eglp] representa a diferenca de energia cinética entre um
sistema elétrons interagentes e um sistema de elétrons nao-interagentes, e a segunda diferenga
<Vee> — Eg[p| define a diferenga entre a energia de interagdo coulombiana total entre os elétrons
e o termo de Hartree de campo médio.

Com isso, os spin-orbitais moleculares de 1 elétron denominados aqui por spin-orbitais de
Kohn-Sham, v¢;(x) = ¢;(r, o), serdo usados para calcular a densidade eletrénica na forma

N
p(r) =33 Wi(r,o),

=1 O
e minimizar o funcional de energia eletrénico.

Como os spin-orbitais de 1 elétron devem ser ortonormais,
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(Yilabs) = diy,

devemos impor essas condi¢bes durante a minimizacao do funcional de energia. Para isso,
introduzimos uma matriz de multiplicadores de Lagrange ¢;; e definimos a Lagrangeana

N N
L[{i}] = ZZQJ (Wilbs) — bij] -

i=1j=1

A condicdo de minimo é obtida impondo

Explicitamente,

0= {Es [o] + Enlp] + Exclp] + / Vext(r)p(r)dr

o
;i (r)
N N
_ZZ €k %Wk ]}
j=1k=1
A derivada funcional do termo cinético em relagao a ) (r) é

JEs
Y3 (r)

= V().

Para os termos que dependem da densidade eletronica, podemos utilizar a regra da cadeia,

5Alp]  6Alp] dp(r)
oYi(r)  op(r) 647 (r)
Como
op(r) _ o
Sor = Vi)
temos
by Voo (o

o7



dExc
57 (r)

= Vxa(r)i(r),

6 / !
) [ Vst (o) = Vs ()i,

Para o termo que impoe a ortonormalidade,

Mf(r) (651468) = S10n(r),

de modo que

1)
S0 (r) i|k) = zk: €ixr(T)

Consequentemente, a condi¢do variacional resulta em
Lo
*iv +VH(T)+VXC( )+V3xt Zezﬂ%
Definindo um potencial efetivo de Kohn-Sham como

Vks(r) = Vi (r) + Vxe(r) + Vexe(r),

podemos escrever

_7V2 + Vks(r } Ze,jw]

Os multiplicadores de Lagrange ¢;; formam uma matriz hermitiana. Portanto, existe uma
transformacao unitaria dos orbitais ocupados capaz de diagonalizar essa matriz. Definindo
novos orbitais por

¢i =Y Ujinbj,
J

onde U é uma matriz unitaria escolhida de modo que
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UTeU = diag(ey, €2, . . .),

as equagOes passam a ter a forma diagonal

_%VQ + Vks(r)| ¢i(r) = eidi(r) (7.2)

que corresponde a forma canoénica das equagoes de Kohn-Sham.

Desta forma, o método de Kohn-Sham consiste em resolver o problema eletrénico a partir de
um sistema auxiliar constituido de elétrons nao-interagentes mas sujeitos a um potencial efetivo
dado por Vks(r) = Via(r) + Vxc(r) + Vext(7) onde o potencial de Hartree é calculado por

3Eup] / p(r')
V pu— pu— d
M= Sy e
e o potencial de troca e correlagdo definido como

ot = 2B

7.3 Método Auto-Consistente

Assim, como no caso de Hartree-Fock, podemos usar modelos restritos ou irrestritos para
resolver as equagoes de Kohn-Sham, como RKS ou UKS, respectivamente.

O procedimento auto-consistente é descrito como

1. Decida a geometria do sistema que deseja resolver: {Ra},{Z4}, N e defina o tipo de
conjunto de base;

Calcule o potencial externo Ve (r);
Inicialize 0 método com um chute inicial para a densidade p"=°(r);
Calcule o potencial efetivo de Kohn-Sham Vikg(r);

Resolva as equacdes de Kohn-Sham para a nova densidade p" ™1 (r) = 3, |1 (7)|?;

S o W N

Verifique a convergéncia p"t1 = p". Se for verdadeiro, pare o célculo e siga para o item 7.
Caso contrario volte ao item 4.

7. Por fim, obtenha a forma dos orbitais moleculares (MO) a partir de ¢;(r) e as energias
dos MOs a partir de ;.
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Isso pode ser representado graficamente por um fluxograma como na Figure 7.1.

Geometria:

Defina os parametros do sistema
de interesse {Ra},{Za}, N

Y

Calcula o Potencial Externo:
I/;:xt (1‘)

Chute Inicial
Densidade p"=%(r)

Y

Calcula
Potencial Efetivo Veg(r)

Y

Resolve
Eq. de Kohn-Sham p"t! =Y. |¢); ()2

Y

Convergéncia? SIM Fim
Auto-consistente p"T! = pn P> Calcula propriedade

e.

Figure 7.1: Método auto-consistente (SCF) para resolucao das equagdes de Kohn-Sham.

7.4 Energia Total

A energia total do sistema de Kohn-Sham ¢ dada por

Elp] = Eslp) + Eulp) + Exclol + [ Ves(r)p(r)dr.

A partir das equagoes de Kohn-Sham,

_%VQ + VKS<T‘):| Yi(r) = eibi(r),
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multiplicando por v} (r), integrando e somando sobre todos os orbitais ocupados, obtemos
> 6= Bslpl + [ Vis(r)p(r)dr.
Como
Lorfp(r)pe) .
E == —_
el 2// |r — /| drdr,

temos

[ Va)ptr)ar = 2841

Portanto, a energia total pode ser escrita em termos dos autovalores de Kohn-Sham como

Elpl = Y i — Eulpl + Exclol - [ Vac(r)p(r)dr

ou, explicitamente,

A soma dos autovalores de Kohn-Sham néo corresponde diretamente & energia total do sistema.
O termo de Hartree presente nos autovalores conta a interacao elétron-elétron duas vezes e,
por isso, uma contribuigdo Ey[p] deve ser subtraida. Além disso, a contribuigao de troca e
correlagao presente nos autovalores é dada por [ Vxc(r)p(r)dr, que em geral é diferente do
funcional de energia Exc[p]. Por isso, essa contribui¢do deve ser subtraida e substituida por
Exclp]-

7.5 Funcionais de troca e correlacao

Embora a energia Fg possa, em principio, ser calculada a partir do método de Kohn-Sham, nao
se conhece a forma exata do funcional de troca-correlacdo Exc[p(r)]. H4 um desenvolvimento
extenso de funcionais Exc[p(r)] aproximados para descrever uma gama de propriedades fisicas
distintas.
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7.5.1 Aproximacdo da densidade local (LDA)

Para o gas de elétrons uniforme, o funcional de troca serd dado por:

EPMp(r)) = [ plr) exlo(r)) dr

E para a aproximacéo de um gas de elétrons uniforme podemos usar a aproximacao de Slater,
dando para o termo de troca:

de modo que a derivada funcional seja

1/3
i) = 225 ==(2) o,

Existem varias expressoes para a energia de correlacdo EIGDA obtidas a partir de parametrizacoes
de célculos precisos de Monte Carlo Quéantico para o gas eletronico uniforme. Entre os resultados
fundamentais estdo os cdlculos de Ceperley e Alder (Ceperley and Alder 1980), que forneceram
dados de referéncia para a energia de correlagdo do géas de elétrons. Essas expressoes sao
bastante complexas e geralmente sao referidas por suas abreviagoes, como VWN, VWN5, CAPZ,
entre outras. Apesar disso, elas produzem resultados muito semelhantes quando utilizadas em
calculos moleculares.

7.5.2 Aproximacdo de Gradiente Generalizado (GGA)

Motivado pelo trabalho de Weizséacker, que introduziu um termo de gradiente na energia cinética
do modelo de Thomas—Fermi, podemos adotar que

ESEM o)) = [ £(o(r), Vp(r)) dr

tal que a derivada funcional seja

Yxe - oV p(r)

dp(r) — dp(r)

Assim, diferentes escolhas para f nos permitem descrever melhor as inomogeneidades da
distribuicdo eletrénica. Um dos funcionais mais conhecidos e utilizados é o PBE (Perdew et al.
1996), cujo funcional de troca é escrito como

GGA[T]:5EXC of < of )
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EFP(g] = [ plr)ekPA (p(r) | FEPP () dr

com o gradiente reduzido dado por

[Vo(r)]

1/3
s = Ser(r)p(r) kp(r) = (3772,0(7')) .

No funcional PBE, o fator de intensificagao de troca é definido como

FEPE(s) =14k —

14 us?/k

onde

x = 0.804

(1~ 0.21951.

Para pequenos valores do gradiente reduzido, podemos expandir o fator de intensificacdo na
forma

2
FEBE(s) =1 + ps? — %54 + O(s9).

E importante observar que o coeficiente de segunda ordem da expansdo em gradientes da
energia de troca para um gas de elétrons lentamente variavel é

10

HGE = g

Esse valor nao ¢é utilizado no PBE original, que adota p ~ 0.21951. A restauracdo do coeficiente
uce = 10/81 é uma das principais modificagdes introduzidas no funcional PBEsol, desenvolvido
posteriormente para melhorar a descricdo de propriedades de equilibrio de sélidos e superficies
(Perdew et al. 2008).

Assim como PBE existem outros funcionais que sdo derivados de primeiros principios
(funcionais fisicos)

e Troca: B86, LG, P, PBE, mPBE
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e Correlagao: PW91

Outros funcionais contem parametros cujos valores sao fitados para reproduzir experimentos
ou célculos mais acurados (funcionais quimicos)

o Troca: B (de Becke), B88, CAM, FT97, O, PW, mPW, X
e Correlagao: P86, LYP

7.5.3 Aproximacdes Meta-Generalizadas (meta-GGA)

Nelas sao introduzidas formas de derivadas de ordem mais alta:

RSN ()] = [ OO (0,Vp, V2 p,7)dr,

onde 7(7) é a densidade de energia cinética nao-interagente, dada por:

1
r(r) =5 3 [Vei(r)?
i=1
Alguns funcionais famosos sdo B95, B98, ISM, KCIS, PKZB, TPSS, VSXC e SCAN.
7.5.4 Funcionais Hibridos
Sao funcionais baseados no principio da combinacao aditiva como o PBEO dado por
1
Exd™lp) = Bxe" + J(BX" — EX™)

Outros funcionais hibridos usam como termo de troca a energia de Hartree-Fock dada por

S o e
i

com ; sendo os MO de Kohn-Sham. Assim, adotam outra parametrizacao na forma de

Brclp] = B2 + ao(B4F — BRPY) + 0, (ESOA — BJPA)
+ 0BG - EEPY)
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Um dos funcionais hibridos mais conhecidos é o B3LYP, baseado na forma de trés parametros
proposta por Becke (Becke 1993). O funcional combina troca local, troca exata de Hartree-Fock,
uma corre¢ao de gradiente para a troca e contribuigoes local e nao local para a correlacao.

Sua forma pode ser escrita como
E}]%%LYP _ E}(SDA +ag ( E}IEF . E}(SDA) +a,A E§88 + EgWN + a. ( EgYP . EXWN> :
onde

AE)%SS — E)B}SS o E%(SDA'

De forma equivalente,

ERBYY — (1 — ag) BYPPA 4 o BN + 0, AERS + (1 — a) EZYN + a EEYY

com os parametros

ap = 0.20, a; = 0.72, a. = 0.81.

O parametro ag determina a fragdo de troca exata de Hartree-Fock, de modo que o B3LYP
contém 20% de troca exata. O pardmetro a, controla a contribuicdo da correcao de gradiente de
Becke para a troca, enquanto a. controla a mistura entre a correlacao local de Vosko-Wilk-Nusair
(VWN) e a correlagdo de Lee-Yang-Parr (LYP).

Os trés parametros foram determinados empiricamente por ajuste a propriedades termoquimicas
moleculares (Becke 1993). A contribui¢ido LYP é baseada no funcional de correlagao desenvolvido
por Lee, Yang e Parr a partir da expressao de Colle-Salvetti (Lee et al. 1988), enquanto a
contribuicio VWN utiliza uma parametrizacdo da energia de correlagdo do gas eletrénico
uniforme (Vosko et al. 1980).

Outros funcionais hibridos sao BIPW91, BILYP, B1B95, mPW1PW91 ¢ PBE1PBE.

7.5.5 Vantagens e Desvantagens

« LDA:

— descreve ligacoes covalentes, 4tomos e metais razoavelmente bem;
— cancelamento de erros sisteméticos;

subestima F, e superestima F;

superestima energia de ligacdo e subestima comprimentos;
problema com ligacbes de hidrogénio;
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— incapaz de incluir interagoes de longo alcance.
« GGA:

— descreve inhomogeneidades;
— nao-empiricos: PBE
— empiricos: B88, LYP.

e meta-GGA:
— mais custosos computacionalmente.
o Hibridos:

— malis versateis;

— PBEO e B3LYP sdo os mais usados.

7.6 Funcionais modernos e interacoes de dispersao

Apesar do sucesso das aproximagoes LDA, GGA, meta-GGA e dos funcionais hibridos, alguns
fenémenos permanecem dificeis de descrever utilizando apenas funcionais semilocais ou hibridos
globais. Entre eles estao as interagoes de dispersao de London, processos de transferéncia
de carga e propriedades eletronicas que dependem do comportamento de longo alcance do
potencial de troca e correlagao.

7.6.1 Funcionais hibridos com separacao de alcance

Nos funcionais hibridos convencionais, como PBEO e B3LYP, uma fragao fixa da troca de Hartree-
Fock é utilizada para todas as distancias eletrénicas. Nos funcionais hibridos com separagao
de alcance (range-separated hybrids), a interacdo coulombiana é separada em contribuicoes de
curto e longo alcance.

Uma decomposi¢do comum é

1 erfe(wria) N erf(wria)

12 T12 12

I

onde w controla a distancia caracteristica na qual ocorre a separacdo entre as contribuicoes de
curto e longo alcance.

Essa decomposicao permite utilizar diferentes quantidades de troca exata nas duas regices. De

maneira geral,

Ex = E}* + EXY,
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onde SR (short range) e LR (long range) representam as contribuigoes de curto e longo alcance,
respectivamente.

Um exemplo conhecido é o funcional CAM-B3LYP, que combina a estrutura do B3LYP
com uma separacao de alcance baseada no método de atenuacdo coulombiana (Yanai et
al. 2004). Esse tipo de funcional melhora, em particular, a descri¢do de fenémenos nos
quais o comportamento de longo alcance da troca é importante, como estados excitados com
transferéncia de carga.

Outros exemplos de funcionais com separac¢ao de alcance incluem wB97X, wB97X-D, wB97X-
V e wB97TM-V. Alguns desses funcionais também incorporam explicitamente corregoes para
interagoes de dispersao.

7.6.2 Interacées de dispersao

As interagoes de dispersdao de London sdo originadas por correlagoes instantaneas entre flutu-
acoes da densidade eletronica em regioes espacialmente separadas. Em grandes distancias, a
interagao entre dois &tomos ou fragmentos apresenta como termo dominante um comportamento
aproximadamente dado por

Cs

Edisp ~ _ﬁa

onde R é a distancia entre os fragmentos e Cg é o coeficiente de dispersao.

Funcionais locais e semilocais convencionais ndo descrevem corretamente essa contribuicao de
correlacdo de longo alcance. Diferentes estratégias foram desenvolvidas para incorporar essas
interagoes em calculos DFT.

7.6.3 Correcoes DFT-D

Uma estratégia consiste em adicionar a energia obtida por DF'T uma contribuicao de dispersao
calculada separadamente,

Eprr-p = EDFT + Edisp-

No método DFT-D3, a correcao de dispersao contém contribuigoes de pares atémicos, sendo
escrita de forma esquematica como

D3 C;?B
Edisp = - Z Z Sn 75 fd,n(RAB)a
A<Bn=6,8 AB
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onde C’;?B sdo coeficientes de dispersdo, Rap é a distdncia entre os atomos A e B, s, sdo
parametros que dependem do funcional utilizado e f4, ¢ uma funcao de amortecimento que
reduz a contribuigao da corregao de dispersao em pequenas distancias (Grimme et al. 2010).

Uma evolucio desse método é o DFT-D4, no qual as polarizabilidades atdémicas e os coeficientes
de dispersao passam a depender também das cargas atomicas do ambiente quimico. Dessa
forma, a corregdo consegue responder de maneira mais flexivel as mudangas no estado eletrénico
dos atomos (Caldeweyher et al. 2019).

Assim, notagdes como

PBE-D3, B3LYP-D3, PBE-D4

indicam que uma correcao de dispersdo foi adicionada ao funcional original.

7.6.4 Funcionais de correlacao nao local

Outra estratégia consiste em incorporar a dispersio diretamente no funcional da densidade
através de um termo de correlagao nao local,

B = 5 [[ oy ot arar,

onde ®(r,r’) é um niicleo nio local que acopla a densidade eletronica em diferentes pontos do
espago.

Um exemplo importante é o funcional VV10, proposto por Vydrov e Van Voorhis (Vydrov
and Van Voorhis 2010). Nesse caso, a correlagio nao local permite descrever interagoes de van
der Waals utilizando diretamente a densidade eletronica.

Uma versao computacionalmente mais eficiente, denominada rVV10, foi posteriormente
proposta por Sabatini, Gorni e de Gironcoli (Sabatini et al. 2013).

A correlagdo VV10 ou rVV10 pode ser combinada com diferentes aproximagoes de troca e
correlacdo semilocal. Exemplos modernos incluem funcionais como wB97X-V e wB97M-V, nos
quais uma contribui¢ao nao local de dispersao ¢é incorporada ao funcional (Mardirossian and
Head-Gordon 2014).
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7.6.5 Funcionais duplos hibridos

Os funcionais duplos hibridos estendem a ideia dos funcionais hibridos ao incluir, além da
troca exata de Hartree-Fock, uma contribuicio explicita de correlacao obtida por teoria de
perturbacao.

De maneira esquematica, um funcional duplo hibrido pode ser escrito como

ERY = ax B + (1 — ax)EXFT + (1 — ac)EEFT + ac EE™?,

onde EgTQ é uma contribuicao de correlacdo de segunda ordem calculada a partir dos orbitais
e autovalores obtidos no calculo de Kohn-Sham.

Um dos primeiros funcionais desse tipo amplamente utilizados foi o B2PLYP, proposto
por Grimme (Grimme 2006), que combina troca B88 e correlacdo LYP com troca exata de
Hartree-Fock e uma contribuicao perturbativa de segunda ordem.

A inclusdo do termo perturbativo geralmente aumenta o custo computacional em relacao aos
funcionais hibridos convencionais, mas pode melhorar significativamente a descricdo de energias
de reacdo, termoquimica e interagoes intermoleculares.

Funcionais duplos hibridos modernos também podem ser combinados com separacao de alcance
e correcoes de dispersao, dando origem a aproximacoes que incorporam simultaneamente troca
exata, correlagdo perturbativa e interagoes de longo alcance.

7.7 Selecao de Funcionais

Programas de Quimica Quéntica oferecem uma grande variedade de funcionais, e selecionar um
funcional adequado pode ser uma tarefa desafiadora. Para escolher um funcional, vocé deve:

o Pesquisar na literatura célculos realizados em materiais e propriedades semelhante (muitas
propriedades além da energia podem ser calculadas por DFT)

e Comparar os funcionais “candidatos” buscando, nas publicagdoes que descrevem seu
desenvolvimento, os pontos fortes e fracos — especialmente em relacao ao tipo de célculo
que vocé deseja realizar;

e Verificar como seus funcionais candidatos se comportam com diferentes conjuntos de
base (funcionais com parametros empiricos as vezes produzem melhores resultados com
conjuntos de base “médios”, se foram parametrizados para isso);

¢ Realizar alguns célculos de “calibracdo” em moléculas pequenas similares as que vocé
deseja estudar, para comparar a precisdo dos funcionais e conjuntos de base possiveis,
decidindo assim qual combinacao é melhor para os cdlculos “definitivos”;

e Vocé pode até criar seus proprios funcionais, combinando funcionais de troca e correlacao
disponiveis — mas ¢é essencial saber exatamente o que esté fazendo;
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e Verifique, verifique e verifique novamente a literatura! Simulagdes computacionais de
materiais consomem muito tempo de processamento. E extremamente frustrante descobrir
que os calculos que vocé rodou por 6 meses sdo inuteis!
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8 Conjuntos de bases

Podemos escrever os orbitais moleculares de 1 elétron, ¢ (), em termos de um conjunto de
base ¢, tal que

B
@k("') = Z cukd),u(r) (8.1)
pn=1

sendo B o ntimero de elementos do conjunto de base. Embora os spin-orbitais sejam ortonormais,
tal que (pilp;j) = d;j, as funcoes da base podem nao ser. De fato, podemos escolher elementos
da base como sendo normalizados, i.e. (¢,|¢,) = 1, porém dois elementos distintos do conjunto
de base nao precisam ser ortogonais entre si, levando a um overlap dado por (¢,|d,) = S

Em geral, procuramos escrever as func¢oes de base centradas nos ntcleos atdémicos, tal que
¢u(r — Ra) seja a fungao de base p centrada no nicleo R4. Como exemplo, no caso do LCAO,
usamos ¢, como sendo os orbitais atomicos.

8.1 Base de orbitais de Slater (STO)

Os orbitais de Slater (STO, do inglés, Slater Type Orbitals) sdo baseados nos orbitais do
atomo de Hidrogénio mas sem levar em conta os polinémios de Laguerre. De fato, podemos
escrever os orbitais de Slater como sendo

PSTONIm (1) — AL CrY, (6, ) (8.2)

sendo A/ uma constante de normalizagio, ¢ o pardmetro variacional e n, [ e m sendo os niimeros
quanticos. Os orbitais de Slater primitivos para os orbitais 1s, 2p e 3d sédo

STO,1s _ Cj 2 —(r
GOV = (2] e (8:3)
5\ 1/2
¢STO,2px (’l“) _ (ir) :Ee—CT (8.4)
1/2
¢ST0,3dw(r):<23€:> wye ST (8.5)
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8.2 Base de orbitais gaussianos (GTO)

Os orbitais gaussianos (GTO, do inglés, Gaussian Type Orbitals) sdo baseados na fungéo
gaussiano, podendo ser escritos como

SSEO(r) = NT" e Vi, (0, ) (8.6)

sendo A uma constante de normalizagio, o 0 parametro variacional e n, [ e m sendo os niimeros
quanticos. Uma das vantagens de orbitais 1s gaussianos é a simplificacdo do produto de duas
gaussianas com centradas em atomos distintos ter como resultado uma nova gaussiana. De
fato, temos que

E@To(aar _RA)gbleTO(ﬁar _RB) KAB¢GTO(p7T_RP)

onde

Ky — <2a5)3/4 LR~

mp
com p = « + e o novo centro sendo

Rp = (OzRA + ﬁRB)/p. (87)
Assim, qualquer integral de par de gaussianas pode ser efetuada como uma integral de gaussiano
Unica.

Os orbitais gaussianos primitivos para os orbitais 1s, 2p e 3d s&o

() = (204)3/4 o—ar?

v
1/4
128a°
¢2pw(’“):< Wf) re—ar’
1/4
20487 o
sty (251) "

8.3 Base de orbitais gaussianos contraidos (CGF)

Nesse caso procuramos escrever os orbitais como soma de n orbitais gaussianos tal que

¢CGF nlm <

T Z dzu¢GTO nlm(c iy 'r) (8'8)

i=1

tal que a diferenca entre as duas distribui¢oes, dada por

c = / (bnlm (Z)CGF nlm(r)]Q dr (8.9)

seja minima.

72



8.4 Base de orbitais estilo Pople (STO-nG)

Esse conjunto de base consiste em CGF onde as fungoes ¢CCF™™ () tentam reproduzir a base

de Slater (dai o STO) com n gaussianas (dai o nG). A Figure 8.1 apresenta a comparacao do
orbital de slater 1s com os primeiros orbitais de Pople STO-nG.

0.6 r

0.5F

0.0F
0

r (a.u.)

Figure 8.1: Comparagao do orbital de Slater 1s com as fungoes gaussianas de Pople (STO-nG).

A mais famosa delas é a base primitiva STO-3G onde sdo utilizadas 3 gaussianas afim de
representar os orbitais 1s de Slater que pode ser representada por

3
¢STO-3G,13(C =1, T) — Z di(biGTOJS(aiy 7‘)
i=1

3
¢STO-3G,25(C _ 17 T) _ Z di¢iGTO,25(ai7 ’I’)
=1

3
GTOVER(C = 1r) = 3 dig O (i)
=1
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e como exemplo temos que

PSTO3G1s (¢ = 1 1) = 0.444635¢5TO1% (o = 0.109818, 7)
+0.535328¢9TO18 (o = 0.405771, )
+0.154329¢9 7018 (o = 2.22766, 7)

Essa base ¢ bem estabelecida para elementos da 1% linha da tabela periédica (Li a F), mas
pode ser estendida para elementos da 2* linha (Na a Cl) também.

8.5 Base de orbitais split valence

Nesse conjunto de bases introduzimos mais funcées afim de separar a parte mais interna dos
orbitais e a parte mais externa dos orbitais.

Um exemplo é dobrar o conjunto de funcoes tal que teremos dois parametros, ¢ e ¢’ para
descrever cada orbital. Esse conjunto de base é denominado double zeta, e um exemplo
desse conjunto é o 6-31G onde as 6 primeiras fungdes representam o orbital mais interno (1s),
enquanto que os orbitais de valéncia sao representados com 3 gaussianas para um parametro ¢
e 1 gaussiana para outro pardmetro ¢’ > {. Para os dtomos da 12 linha da tabela perfodica (Li
a F) teremos

$15(C,7) ZdzqﬁGTO " (Cay,r)

=1

$25(C,7) ZdzqﬁGTO " (Cay,r)

=1

Bhe (¢, ) = diooy O (P, )
hap(C, 7) Zd@GTO?p(c i)

$ho (' 7) = 1¢?T°’2p(c’2ai, r)

e para o H temos

$15(C,7) deGTO ()

P () = ¢GT0 (P, T)

Existem também orbitais triple zeta como o 6-311G, orbitais quadruple zeta, orbitais 5
zeta e assim por diante.
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8.6 Bases polarizadas e difusas

Até aqui usamos somente orbitais do tipo-s ou tipo-p para construir as bases.

e polarizados: adigdo de orbitais tipo-d em dtomos da 12 linha Li-F e orbitais tipo-p
para H. Como exemplo, temos 6-31G* que adiciona orbitais do tipo-d para os elementos
pesados. Adicionando os orbitais do tipo-p para o H teremos o conjunto 6-31G**.

o difusos: adicdo de orbitais tipo-s e tipo-p com ( > 1 em atomos nao-H tal que tenha
um decaimento lento, como exemplo temos o 6-31+G. Se adicionarmos orbitais difusos
tipo-s em atomos de H teremos 6-31++G.

« polarizados e difusos: combinacao dos dois anteriores. Exemplo, 6-31+G* com
funcoes polarizadas e difusas apenas em atomos pesados, e 6-314+G** com funcoes
polarizadas em atomos pesados e hidrogénio, bem como func¢ées difusas em atomos
pesados.

8.7 Familias modernas de conjuntos de base

Além dos conjuntos de base de Pople, outras familias foram desenvolvidas com o objetivo de
melhorar a sistematicidade, a eficiéncia computacional e a descricdo da correlagao eletronica.
Entre as mais utilizadas estdo os conjuntos de Ahlrichs e colaboradores, particularmente a
familia def2, e os conjuntos consistentes com correlagdo desenvolvidos por Dunning e
colaboradores.

8.7.1 Conjuntos de base de Ahlrichs e familia def2
Outro grupo importante de conjuntos de base gaussianos foi desenvolvido por Ahlrichs e

colaboradores. As familias originais incluem os conjuntos SV (split valence), SVP, TZV
(triple-zeta valence) e TZVP, nos quais a letra P indica a inclusdo de fungoes de polarizacao.

Posteriormente, esses conjuntos foram reformulados e sistematizados na familia def2, que inclui
conjuntos de qualidade split-valence, triple-zeta valence e quadruple-zeta valence, como

def2-SVP,  def2-TZVP,  def2-QZVP.

Também existem variantes contendo conjuntos adicionais de fungoes de polarizagdo, indicadas
pelo sufixo PP, como

def2-SVPP, def2-TZVPP, def2-QZVPP.
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A nomenclatura pode variar entre diferentes programas de quimica quantica. Por exemplo, o
conjunto denominado def2-SV (P) na literatura pode aparecer em alguns programas como
Def2SVPP, enquanto nomes como Def2TZVP correspondem ao conjunto def2-TZVP.

A familia def2 foi construida de maneira balanceada para uma ampla faixa da tabela periédica
e é amplamente utilizada em célculos de Hartree-Fock e DFT (Weigend and Ahlrichs 2005).
Para elementos mais pesados, esses conjuntos sdo frequentemente utilizados em conjunto com
potenciais efetivos de carogo (Effective Core Potentials, ECPs), reduzindo o nimero de elétrons
tratados explicitamente.

A sequéncia

def2-SV(P) — def2-TZVP — def2-QZVP

representa um aumento progressivo da flexibilidade do conjunto de base na regiao de valéncia.
As variantes P e PP acrescentam funcgoes de polarizacdo, permitindo uma descri¢do mais
flexivel da distribuigao eletrénica em moléculas e sélidos.

8.7.2 Bases consistentes com correlacao

Os conjuntos de base consistentes com correlagao (correlation-consistent basis sets) foram
desenvolvidos por Dunning e colaboradores com o objetivo de descrever de maneira sistematica
a energia de correlacio eletrénica (Dunning 1989). Diferentemente de conjuntos construidos
principalmente para reproduzir a energia de Hartree-Fock, essas bases sdo organizadas de modo
que fungoes de diferentes momentos angulares sejam adicionadas em grupos que contribuem
progressivamente para a recuperacao da energia de correlacao.

A nomenclatura geral desses conjuntos é
cc-pVX7Z,
onde cc significa correlation consistent, p indica a inclusdo de fungdes de polarizacdo, V indica

que o conjunto foi construido para descrever a correlacao dos elétrons de valéncia e X representa
a qualidade zeta do conjunto. Os valores mais comuns sao

X:Dv T: Qa 57 67

correspondendo, respectivamente, a double-zeta, triple-zeta, quadruple-zeta, quintuple-zeta e
sextuple-zeta.

A caracteristica fundamental dessa construcao é que o aumento do conjunto de base nao ocorre
simplesmente pela adigcao arbitraria de funcoes. As fungoes de polarizagdo sdo adicionadas em
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grupos ordenados de acordo com sua contribuicdo para a energia de correlacdo. Para elementos
do primeiro periodo, por exemplo, a sequéncia de fungoes de polarizacio é

cc-pVDZ :  1d,

ce-pVTZ : 2d1f,
cc-pVQZ: 3d2f1g,
cc-pVbZ . 4d3f2g1h,
cc-pV6Z . 5d4f3g2h1i.

Assim, ao passar de cc-pVDZ para cc-pVTZ, por exemplo, ndo adicionamos apenas uma nova
funcéo radial de valéncia, mas também um conjunto de func¢des de polarizagdo necessario para
melhorar de maneira balanceada a descri¢do da correlacao eletronica. Essa construcao produz
uma sequéncia hierarquica de conjuntos de base que converge sistematicamente em direcdo ao
limite de conjunto de base completo (Complete Basis Set, CBS).

Alguns exemplos da composicao dos conjuntos cc-pVXZ sdo apresentados na tabela abaixo.

Base H Li-F Na—Cl
cc-pVDZ [2s 1p] — 5 fungoes [3s 2p 1d] — 14 [4s 3p 1d] — 18
fungbes fungoes
cc-pVTZ [3s 2p 1d] — 14 [4s 3p 2d 1f] — 30 [bs 4p 2d 1f] — 34
fungoes fungoes fungoes
cc-pVQZ [4s 3p 2d 1f] — 30 [5s 4p 3d 2f 1g] — 55 [6s 5p 3d 2f 1g] — 59
fungoes fungoes fungoes
aug-cc-pVDZ [3s 2p] — 9 funcoes [4s 3p 2d] — 23 [bs 4p 2d] — 27
funcgoes funcgoes
aug-cc-pVTZ [4s 3p 2d] — 23 [5s 4p 3d 2f] — 46 [6s 5p 3d 2f] — 50
funcoes fungoes fungoes
aug-cc-pVQZ [5s 4p 3d 2f] — 46 [6s 5p 4d 3f 2g] — 80 [7s 6p 4d 3f 2g] — 84
funcoes funcoes fungoes

Os conjuntos de base aumentados, identificados pelo prefixo aug-, incluem funcgoes difusas
adicionais, isto é, fungdes gaussianas com expoentes pequenos e, portanto, com maior extensao
espacial. Dessa forma,

cc-pVXZ — aug-cc-pVXZ.
As funcoes difusas sdo particularmente importantes quando a densidade eletronica se estende

por regioes mais afastadas dos ntcleos, como em anions, estados de Rydberg, calculos de
afinidade eletronica, polarizabilidades e interacoes intermoleculares de longo alcance. Os

7



conjuntos aug-cc-pVXZ foram desenvolvidos justamente para melhorar a descricdo desse tipo
de sistema e propriedade (Kendall et al. 1992).

Uma das principais vantagens da familia correlation-consistent é a possibilidade de estudar de
maneira sistematica a convergéncia de uma propriedade com o tamanho do conjunto de base,

cc-pVDZ — cc-pVTZ — cc-pVQZ — cc-pVHZ — cc-pV6Z — CBS.

Essa caracteristica torna esses conjuntos particularmente importantes em métodos de funcio
de onda correlacionados, como MP2, CI e Coupled Cluster, nos quais a convergéncia da energia
de correlagido em relagido ao conjunto de base desempenha um papel central.

8.8 Equacoes de Roothan-Hall ou Equacoes de Hartree-Fock em
bases gaussianas

Usando a representagdo dos orbitais moleculares no conjunto de base, Equation 8.1, podemos
escrever as equagoes de HF, Equation 6.4, em termos de

FY crldn) =ex ) cunldn)
v=1 v=1

e efetuando o produto interno com |¢,), chegamos a
Fuvcor = €6Suwcur (8.10)

ou

onde S, sdo os elementos de matriz da integral de overlap, e os elementos de matriz do
operador de Fock sdao

FHV = <¢H|F|¢V> .

As Equation 8.10 sdo denominadas de equacoes de Roothan-Hall e sdo equivalentes as
equacoes de HF mas agora utilizando um conjunto de base especifico.
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8.9 Equacdes de Kohn-Sham em bases gaussianas

De forma semelhante as equagoes de Kohn-Sham, Equation 7.2, podem ser escritas em termos
do conjunto de base como
F,Lwcuk = ka,uucyk

onde S, sdo os elementos de matriz da integral de overlap, e os elementos de matriz do
operador de Kohn-Sham sao

ou

F/U/ = <¢M|HKS|¢V> .

8.10 Matriz Densidade

Usando o conjunto de base, dado pela Equation 8.1, podemos escrever a densidade eletronica

dada por
N/2

) =2 |pi(r),
i=1
como sendo

Z P (1) 0 (1) (8.11)

onde definimos a matriz densidade como

N/2

. X
P, =2 Z CuiCpis
i=1

de tal forma que dado um conjunto de base {¢,(r)}, a matriz densidade P,, especifica
completamente a densidade eletronica p(r).
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Part 11l

Estrutura Eletronica de Sdélidos
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9 Solidos

0.1 Rede cristalina

Uma rede cristalina é um conjunto infinito e periédico de pontos no espago gerado por
combinacOes lineares inteiras de um conjunto de vetores primitivos. Em trés dimensoes,
qualquer ponto da rede pode ser escrito como

R, = nja; + noas + nzas (9.1)

onde

n1,n2,Nn3 € Z7

e a1, as e ag sao os vetores primitivos da rede.

A rede apresenta invariancia por translacdo, no sentido de que, se R,, é um ponto da rede,
entao

R,+ R,

também pertence a rede para qualquer vetor R,, da propria rede.

A escolha dos vetores primitivos néo é tnica.!

!Diferentes conjuntos de vetores primitivos podem gerar exatamente o mesmo conjunto de pontos da rede.
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9.1.1 Vetores primitivos

Os vetores

ap, az, as

sdo denominados vetores primitivos da rede quando qualquer vetor da rede pode ser escrito
como uma combinacdo linear inteira desses vetores,

R = niaq + noas + nzas.

Em duas dimensoes, a construgao é analoga,

2D
R~ = nia1 + n2az,

com

ni,No € 7.

ay

Figure 9.1: Pontos de uma rede bidimensional com possiveis vetores primitivos. Fonte: Kittel,
p. 5

A Figure 9.1 mostra que diferentes escolhas de vetores primitivos podem gerar a mesma rede.

Em trés dimensées,

D
R?L = njai + ngas + n3as.
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Figure 9.2: Pontos de uma rede tridimensional com possiveis vetores primitivos. Fonte: Kittel,
p. 5

9.1.2 Volume da célula primitiva

Os vetores primitivos definem um paralelepipedo que constitui uma célula primitiva da rede.
O volume dessa célula é dado pelo produto misto

Q= a; - (a2 x a3)|| (9.2)

onde €2 representa o volume da célula primitiva.
Em duas dimensoes, a area da célula primitiva é dada por
A= ]al X a2| .
Diferentes escolhas equivalentes de vetores primitivos podem gerar células com formas distintas,

mas com 0 mesmo volume.

0.2 Estrutura cristalina: rede + base

Uma estrutura cristalina é obtida associando a cada ponto de uma rede de Bravais um
conjunto de um ou mais atomos, denominado base ou motivo cristalino. Dessa forma, podemos
representar uma estrutura cristalina simbolicamente como

estrutura cristalina = rede de Bravais + base
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A rede de Bravais descreve apenas a periodicidade translacional do cristal, enquanto a base
especifica quais atomos estao associados a cada ponto da rede e quais sdo suas posicoes relativas
dentro da célula.

9.2.1 Base cristalina

Considere uma rede de Bravais definida pelos vetores

R,, = nia; + n2as + nzas.

A cada ponto R, da rede associamos uma base contendo N, d4tomos. A posi¢do do dtomo «
dentro da base pode ser representada por um vetor

Ta,

com

a=1,2,...,Np.

Assim, a posigdo de qualquer atomo da estrutura cristalina pode ser escrita como

Tna = Ry + Tao (93)

onde R, identifica a célula da rede e T identifica a posicdo do atomo « dentro dessa célula.

Os vetores T, podem ser escritos em termos dos vetores primitivos como

Ta = UaQ] + Vo@2 + Wea3,

onde uq, Vo € W, s80 denominadas coordenadas fracionarias do atomo dentro da célula.

Por exemplo, uma base contendo dois atomos pode ser representada por

T1 = (0,0,0)
(§]
— _|_1 +
T a a as.
2 4 ! 4 2 4 3

Nesse caso, cada ponto da rede de Bravais gera dois 4&tomos na estrutura cristalina.
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9.3 Células unitarias

Uma célula unitaria é uma regido do espago que, quando repetida pelas translacdes da
rede, preenche todo o espago sem deixar lacunas ou produzir sobreposicbes. A escolha da
célula unitaria ndo é unica, e diferentes células podem representar exatamente a mesma rede
cristalina.

L] L] . - - . L] . L]
A conventional A primitive
unit cell unit cell
Py L]
L] L] L 2 L]
L

-
o Wigner—Seitz

unit cell
. ']

Figure 9.3: Algumas células unitarias possiveis para uma rede triangular. Fonte: Simon, p. 115

A Figure 9.3 ilustra que uma mesma rede pode ser descrita por diferentes células unitarias,
com formas distintas.

9.3.1 Célula primitiva
Uma célula primitiva é uma célula unitaria que contém exatamente um ponto da rede

de Bravais. Ela representa a menor regido do espago capaz de reproduzir toda a rede por
translacao.

Em trés dimensoes, uma célula primitiva pode ser construida a partir dos vetores primitivos

aj, asz, as,

e seu volume ¢é dado por
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Q= |a1-(a2><a3)].

E importante notar que uma célula primitiva contém um ponto da rede, mas nio necessaria-
mente apenas um atomo. O numero de dtomos presentes na célula depende da base associada
a rede cristalina.

9.3.2 Célula convencional

Uma célula convencional é uma célula unitaria escolhida para representar de maneira mais
evidente a simetria da rede cristalina. Em geral, ela possui um volume maior que a célula
primitiva e pode conter mais de um ponto da rede.

A célula convencional é particularmente 1til para visualizar e classificar redes cristalinas, pois
seus vetores geralmente sdo escolhidos de modo a refletir diretamente elementos de simetria
como comprimentos iguais, angulos retos ou eixos de rotacao.

Por exemplo, as redes cubica de corpo centrado (BCC) e cibica de face centrada (FCC)
sdo normalmente representadas por células convencionais ciibicas. Essas células contém,
respectivamente, dois e quatro pontos da rede, embora ambas possuam células primitivas de
menor volume.

Assim, enquanto a célula primitiva é definida pela condicdo de conter exatamente um ponto da
rede, a célula convencional é escolhida principalmente por razoes de simetria e conveniéncia
geométrica.

9.3.3 Célula de Wigner—Seitz

A célula de Wigner—Seitz é uma célula primitiva construida de forma que todos os pontos
no seu interior estejam mais préximos de um determinado ponto da rede do que de qualquer
outro ponto da rede.

Sua construcao pode ser feita escolhendo um ponto da rede e seguindo os passos:

1. ligar o ponto escolhido aos pontos vizinhos da rede;
2. tragar os planos perpendiculares a esses segmentos passando por seus pontos médios;
3. selecionar a regido fechada que contém o ponto inicial.

A regido obtida é a célula de Wigner—Seitz.

Por construcio, a célula de Wigner—Seitz contém exatamente um ponto da rede e possui o
mesmo volume de qualquer outra célula primitiva da mesma rede.

Uma caracteristica importante dessa célula é que sua forma reflete diretamente a simetria local
da rede. Por esse motivo, a construgdo de Wigner—Seitz sera particularmente 1til posteriormente
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na defini¢do da primeira zona de Brillouin, que corresponde a célula de Wigner—Seitz da rede
reciproca.

9.4 Redes de Bravais

Uma rede de Bravais é um conjunto infinito de pontos equivalentes gerados por translacoes
inteiras dos vetores primitivos da rede,

R, = nia; + n2as + nzas,

com

ni,no,n3 € Z.
Em trés dimensoes existem apenas 14 redes de Bravais distintas, que podem ser agrupadas

em 7 sistemas cristalinos de acordo com as relagdes entre os comprimentos dos vetores da
célula convencional,

e os angulos entre eles,

a, B, -

Os sete sistemas cristalinos sao triclinico, monoclinico, ortorrémbico, tetragonal, trigonal ou
romboédrico, hexagonal e ctbico.

Relagoes entre os parametros

Sistema cristalino da célula Redes de Bravais
Triclinico aFb#ca#p#£vy#90° P
Monoclinico a#b#c;a=vy=90° P, C
B #90°
Ortorrémbico aZb#tca=p=v=90° P,C, ILF
Tetragonal a=b#ca=pF=v=90° P, 1
Trigonal a=b=ca=p=7v%#90° R
Hexagonal a=b#c a=p=90° P
v = 120°
Cibico a=b=ca=pF=v=90° PLF
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Na tabela, as letras indicam o tipo de centragem da célula convencional:

o P: primitiva;

e I: corpo centrado;

o F: faces centradas;
e C: base centrada;

¢ R: romboédrica.

9.4.1 Rede cubica simples (SC)

Na rede ctbica simples (simple cubic, SC), os pontos da rede estao localizados apenas nos
vértices da célula ctubica convencional.

Uma escolha natural de vetores primitivos é

A A

a; = ax, as = ay, as =az,

onde a é o parametro de rede.

O volume da célula primitiva é
Qsc = a®.

Cada vértice da célula cibica é compartilhado por oito células vizinhas. Como existem oito
vértices, o nimero efetivo de pontos da rede por célula convencional é

8><1—1
g =L

Portanto, para a rede cibica simples, a célula convencional também é uma célula primitiva.

Cada ponto da rede possui seis primeiros vizinhos, localizados nas dire¢oes

de modo que o nimero de coordenagao da rede SC é

zgc = 6.
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cubic:
cuhbic: . 7 all sides equal
- i
3 A all angles 90°
simple body face
centerad centerad
- tetragonal:
tetragonal: \\ only two of three side lengths equal
i L5 | all angles 90°
. bady
simple centered
ortharhombic:
orthorhombic: . ol no two sides equal
A 3 N | all angles 90"
. bady face base
simple centered centered centared
meonaclinic:
simple angles between primitive
monoclinic base lattice vectors :
centered a=90° f=90°

maonoclinic oz 90°

only two right angles

AN
hexagonal |§% triclinic: \ 7\
igh |
ﬂb :3 :Eots?;e?seeﬁqual l

_ rhombohedral:

all side lengths equal.
all angles equal, but not right angles.

Figure 9.4: Células convencionais correspondentes as 14 redes de Bravais. Fonte: Simon, p. 122
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(a) SC unut cell

Figure 9.5: Célula unitaria SC.

9.4.2 Rede cubica de corpo centrado (BCC)

Na rede ciibica de corpo centrado (body-centered cubic, BCC), além dos pontos localizados
nos oito vértices da célula convencional, existe um ponto adicional no centro do cubo.

A célula convencional contém

1
8X =+1=2
><8+

pontos da rede.
Portanto, a célula ctibica convencional nao é primitiva.

Uma possivel escolha de vetores primitivos é

a o N ~
a1_§(—m+y+z),

a . ~ ~
ay=_ (-9 +2),

2

a . ~ ~
a3:§(a:—|—y—z)
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(¢) BCC unit cell

Figure 9.6: Célula unitaria BCC.

O volume da célula primitiva é

3
a
Qpcoc = 5

e corresponde a metade do volume da célula convencional.

Cada ponto da rede BCC possui oito primeiros vizinhos, de modo que

ZBCC = 8

A distancia entre primeiros vizinhos é

a.

g — V3
2

9.4.3 Rede cubica de face centrada (FCC)

Na rede cibica de face centrada (face-centered cubic, FCC), existem pontos da rede nos
oito vértices e no centro de cada uma das seis faces da célula cibica convencional.

O numero efetivo de pontos da rede por célula convencional é
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(b) FCC unit cell

Figure 9.7: Célula unitaria FCC.

1 1
8X —4+6x = =4.
><8-|— ><2

Assim, a célula convencional FCC contém quatro pontos da rede.

Uma escolha comum de vetores primitivos é

a . N
a =3 (9+2),
as = g (ﬁ) + 2) y
a . N
a3 =5 (z+9)
O volume da célula primitiva é
3
a
Qroc = ”y

e corresponde a um quarto do volume da célula convencional.

Cada ponto da rede possui doze primeiros vizinhos,
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zroc = 12,
e a distancia entre primeiros vizinhos é

a
dnn = =
V2

A rede FCC apresenta uma alta eficiéncia de empacotamento e aparece como rede de Bravais
de diversas estruturas cristalinas importantes, incluindo estruturas metélicas e a estrutura do
diamante.

9.4.4 Rede hexagonal
A rede de Bravais hexagonal pode ser descrita por dois vetores primitivos de mesmo compri-

mento no plano basal, formando um angulo de 120°, e um terceiro vetor perpendicular a esse
plano.

o
* A
“q
(o)

e ® A
8 L J
) —

Figure 9.8: Célula unitaria da rede hexagonal.

Uma escolha comum é
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Assim,

lai| = |az| = a, las| = c,

com

ai - as = a® cos 120°.

O volume da célula primitiva hexagonal é

V3

Qhex = 70/ C

E importante distinguir a rede de Bravais hexagonal da estrutura hexagonal compacta
(HCP). A rede hexagonal é uma das 14 redes de Bravais, enquanto a estrutura HCP resulta
da associacdo dessa rede a uma base contendo mais de um atomo.

a) Hexagonal primitive b) Hexagonal close-packed
(hep)
® ®
A
B
A

Top-view over
multiple layers

*

|
o
o'e
0.e

n d o p o
ox N Y,

o]

Figure 9.9: Comparacao entre rede hexagonal e HCP.

I Rede de Bravais e estrutura cristalina

E importante distinguir os conceitos de rede de Bravais e estrutura cristalina. Uma
rede de Bravais é um conjunto geométrico de pontos equivalentes relacionados por
translagoes da rede. Todos os pontos da rede possuem exatamente a mesma vizinhanca e
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sdo geometricamente equivalentes.

Ja4 uma estrutura cristalina contém, além da periodicidade da rede, informagoes sobre
a identidade quimica e a posicdo dos dtomos que compdem a base. Assim, estruturas
cristalinas diferentes podem possuir a mesma rede de Bravais, mas bases distintas.

Por exemplo, a estrutura do diamante pode ser descrita por uma rede de Bravais ctibica
de face centrada (FCC) associada a uma base contendo dois atomos. Da mesma forma, a
estrutura do NaCl também pode ser descrita a partir de uma rede FCC, porém com uma
base diferente contendo espécies quimicas distintas.

Portanto, estruturas como diamante, NaCl e HCP nao devem ser confundidas com
redes de Bravais. As redes de Bravais descrevem a simetria translacional, enquanto essas
estruturas resultam da combinacdo de uma rede com uma determinada base atomica.

9.5 Estruturas cristalinas importantes

Diversas estruturas cristalinas de interesse em fisica, quimica e ciéncia dos materiais podem ser
descritas a partir de uma rede de Bravais associada a uma base contendo um ou mais atomos.
A posicao de qualquer d&tomo pode ser escrita como

Tna = Ry + Tq,

onde R, identifica um ponto da rede de Bravais e T, representa a posi¢ao do atomo « dentro
da base.

A seguir serdo discutidas trés estruturas cristalinas importantes: HCP, diamante e NaCl.
9.5.1 Estrutura hexagonal compacta (HCP)
A estrutura hexagonal compacta (hexagonal close-packed, HCP) nao constitui uma rede

de Bravais. Ela pode ser descrita por uma rede de Bravais hexagonal associada a uma base
contendo dois atomos.

Utilizando os vetores primitivos da rede hexagonal

a; = CL@,
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Figure 9.10: Célula unitaria HCP.

as = cz,
uma possivel escolha para a base é
71=0
e
2 1 1
To = §a1 + gag + 50,3.

Em coordenadas fraciondrias, podemos escrever

T = (07 07 O)

. _(2 1 1)
2~ \3'3°2)"

Assim, cada célula primitiva da estrutura HCP contém dois dtomos.

96



A estrutura HCP pode ser interpretada como um empilhamento de planos hexagonais compactos
na sequéncia

ABABAB...

O ntimero de coordenacéo é

zacp = 12,

isto é, cada atomo possui doze primeiros vizinhos.

Para um empacotamento ideal de esferas rigidas, a razao entre os parametros de rede é

c 8
— =4/=~1.633
a Vg

Embora HCP e FCC possuam o mesmo nimero de coordenagdo e a mesma eficiéncia maxima
de empacotamento, elas diferem na sequéncia de empilhamento. Enquanto HCP apresenta

ABAB...,

a estrutura FCC apresenta

ABCABC....

9.5.2 Estrutura do diamante

A estrutura do diamante pode ser descrita por uma rede de Bravais ctuibica de face centrada
(FCC) associada a uma base contendo dois dtomos idénticos.

Uma possivel escolha para a base é

T1 = (07 07 O)

97



Figure 9.11: Estrutura cristalina do diamante.

onde as coordenadas sdo dadas em relagdo aos eixos da célula ctibica convencional de pardmetro
de rede a.

Assim, a estrutura pode ser interpretada como duas sub-redes FCC interpenetrantes, deslocadas
uma em relacdo a outra pelo vetor

T=—(+9y+2)

e

A célula convencional FCC contém quatro pontos da rede. Como existem dois 4tomos na base,
a célula convencional da estrutura do diamante contém

4x2=8

atomos.

Cada atomo possui quatro primeiros vizinhos dispostos segundo uma geometria tetraédrica, de
modo que

Zdiamante — 4.

A distancia entre primeiros vizinhos é
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dpn = a

V3
4

A estrutura do diamante é encontrada em materiais importantes como carbono na fase diamante,
silicio e germanio.

9.5.3 Estrutura do NaCl

A estrutura cristalina do NaCl, também denominada estrutura rock salt, pode ser descrita a
partir de uma rede de Bravais FCC associada a uma base contendo dois atomos de espécies
diferentes.

NaCl

FCC lattice

Figure 9.12: Estrutura cristalina do NaCl.

Uma possivel escolha para a base é

TCl = (07 07 0)
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1
TNa = <2,O,O) a.

Outras escolhas equivalentes para a origem e para a base sdo possiveis.

A estrutura também pode ser interpretada como duas sub-redes FCC interpenetrantes, uma
formada por fons Na™ e outra por fons C1~, deslocadas uma em relacdo a outra.

A célula convencional contém quatro pontos da rede FCC. Como a base contém dois d4tomos, a
célula convencional da estrutura NaCl contém

4 Na+4Cl,

totalizando oito 4tomos.

Cada fon Na™ possui seis fons CI~ como primeiros vizinhos, e cada fon C1~ possui seis fons
Na™' como primeiros vizinhos. Portanto,

ZNac1 = 6.

A geometria local é octaédrica.

A distancia entre primeiros vizinhos é

dnn =

a
2

A estrutura do NaCl mostra claramente que a rede de Bravais descreve apenas a periodicidade
translacional, enquanto a base determina a identidade quimica dos 4tomos e sua disposi¢ao
relativa dentro da célula.

9.6 Direcoes e planos cristalinos

A geometria de uma rede cristalina pode ser descrita ndo apenas pelos vetores primitivos
e pelas posicoes dos pontos da rede, mas também por diregoes e familias de planos. Essas
construgoes sao particularmente importantes para descrever propriedades anisotrépicas dos
cristais, superficies, crescimento cristalino e fenémenos de difragao.
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9.6.1 Direcodes cristalograficas

Uma diregao cristalografica é definida por um vetor que conecta dois pontos da rede. Em
uma célula convencional, uma direcdo pode ser escrita como

d = ua; + vas + was,

onde u, v e w s&0 nimeros proporcionais as componentes do vetor ao longo dos eixos cristalo-
graficos.

Os indices de uma direcido sdo obtidos reduzindo essas componentes aos menores nimeros
inteiros proporcionais e sao representados pela notacao

[uvw]
Por exemplo, uma direcdo paralela ao eixo x em uma célula ciibica é representada por

[100],

enquanto a diagonal de uma face é representada por

110,
e a diagonal do corpo por
[111].
Indices negativos sao representados por uma barra sobre o niimero. Por exemplo,
[110]

representa uma dire¢do com componente negativa ao longo do primeiro eixo cristalografico.

Uma familia de diregbes equivalentes por operagoes de simetria é representada utilizando sinais
de menor e maior,

(uvw)

Por exemplo, em uma rede ctbica, a familia
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(100)

inclui as direcoes

[100], [010], [001],

e suas direcoes opostas.

9.6.2 Planos cristalinos

Um plano cristalino é um plano que contém pontos da rede e cuja orientacdo pode ser
especificada em relagdo aos eixos cristalograficos.

Uma familia de planos paralelos pode ser caracterizada pelas distadncias em que um desses
planos intercepta os eixos definidos pelos vetores da célula.

Considere um plano que intercepta os eixos cristalograficos nas posi¢oes

onde a, b e ¢ sdo os pardmetros da célula. Os numeros inteiros h, k e [ definem os indices de
Miller do plano.

9.6.3 indices de Miller

Os indices de Miller sdo representados pela notagao

(hkl)

e podem ser obtidos através do seguinte procedimento:

determine os pontos onde o plano intercepta os trés eixos cristalograficos;

escreva, esses interceptos em unidades dos parametros de rede a, b e c;

tome os inversos desses valores;

multiplique por um fator comum de modo a obter os menores niimeros inteiros possiveis.

-
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Por exemplo, considere um plano que intercepta os eixos nas posigoes

a, b, 0.

Em unidades dos pardmetros de rede, os interceptos sao

1, 1, 0.

Tomando os inversos,

obtemos o plano

(110)

O indice zero indica que o plano é paralelo ao eixo correspondente.

Da mesma forma, um plano com interceptos

a, 00, 00
possui indices
(100).

Indices negativos sdo indicados por uma barra. Assim,

(110)

representa um plano que possui intercepto negativo ao longo do primeiro eixo cristalografico.

Uma familia de planos equivalentes por simetria é indicada por chaves,

{hki}

Por exemplo, em um cristal cibico,

{100}
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representa os planos equivalentes as faces do cubo.

Outros planos podem ser visualizados na Figure 9.13.

(100} (110 (111}

‘/ T
(200) (100)

Figure 9.13: Alguns planos cristalinos e seus respectivos indices de Miller. Fonte: Kittel, p. 12

9.6.4 Notacao para direcoes e planos

E importante distinguir as diferentes notacoes utilizadas em cristalografia:

Notacao Significado

[uvw] uma diregdo cristalogréfica
(uvw) familia de dire¢oes equivalentes
(hkl) um plano cristalino

{hkl} familia de planos equivalentes

Em sistemas ctbicos, a diregao [hkl] é perpendicular ao plano (hkl). Essa relacao simples nao é
valida, em geral, para células nao ortogonais. No préximo capitulo, essa relacio serd formulada
de maneira geral através da rede reciproca.
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9.7 Difracao de Raios X

A difracao de raios X é uma das principais técnicas utilizadas para caracterizar a estrutura de
materiais cristalinos. Sua origem esta na interferéncia entre ondas eletromagnéticas espalhadas
pelos atomos de um cristal.

Como as distancias interatomicas tipicas em solidos sdo da ordem de

d~1A,

¢é necessario utilizar radiagdo com comprimento de onda da mesma ordem de grandeza para
observar efeitos de difracdo. Os raios X possuem comprimentos de onda adequados para esse
propésito.

Quando um feixe de raios X incide sobre um cristal, os 4tomos espalham a radiacio incidente.
Devido a periodicidade da estrutura cristalina, as ondas espalhadas podem interferir construtiva
ou destrutivamente dependendo da dire¢do de observacao.

A ocorréncia de interferéncia construtiva estd relacionada as distancias entre os planos cristalinos
e pode ser descrita pela lei de Bragg.

F-o0—---o

-

Figure 9.14: Difragdo de Bragg. Fonte: Simon, p. 143

9.7.1 Condicdo de Bragg

Considere duas ondas incidentes sobre dois planos cristalinos paralelos separados por uma
distancia dpg;, como ilustrado na Figure 9.14.

A onda espalhada pelo segundo plano percorre uma distancia adicional em relagdo a onda
espalhada pelo primeiro plano. A diferenca de caminho éptico é
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AL = thkl sin 9,

onde 6 é o angulo entre o feixe incidente e o plano cristalino.

Para que as duas ondas interfiram construtivamente, essa diferenca de caminho deve ser um
multiplo inteiro do comprimento de onda,

AL = nA,
com
n=123,...
Assim, obtemos a lei de Bragg,
thkl sinf = n\ (94)

onde

o dpy é a distdncia entre planos cristalinos consecutivos da familia (hkl);
e 0 ¢é o angulo de Bragg;

e )\ é o comprimento de onda da radiacao incidente;

e n é a ordem da reflexdo.

A condigdo de Bragg determina os dngulos nos quais ocorre interferéncia construtiva entre as
ondas espalhadas por diferentes planos do cristal.

9.7.2 Espacamento interplanar
A distancia dpy; depende da geometria da rede cristalina e dos indices de Miller do plano
considerado.

Para um sistema ctbico de pardmetro de rede a, o espagamento entre planos da familia (hkl) é
dado por

a

dhgl = ———m— 9.5

Por exemplo,
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dio0 = a,

di10 = —=,

N

a

g = —.
111 \/g

Substituindo essas distdncias na lei de Bragg, é possivel determinar os dngulos de difracao
associados a diferentes familias de planos cristalinos.

9.7.3 Padrao de difracao

Experimentalmente, a intensidade da radiacdo difratada é medida em funcao do adngulo de
espalhamento. Em experimentos convencionais de difragdo de raios X, é comum representar a
intensidade em funcao de

20,

onde 0 é o angulo que aparece na lei de Bragg.

Cada pico observado no padrio de difragio estd associado a uma condigdo de interferéncia
construtiva e pode ser relacionado a uma familia de planos (hkl) do cristal.

Assim, a posicao dos picos fornece informacoes sobre as distancias interplanares e, consequente-
mente, sobre os pardmetros da célula cristalina.

A intensidade dos picos, por outro lado, depende da distribuicdo dos 4tomos dentro da célula
unitaria. Portanto, dois cristais que possuem a mesma rede de Bravais podem apresentar
padroes de difracdo diferentes caso suas bases cristalinas sejam distintas.

A anélise de um padrao de difracdo permite, entre outras aplicagoes,

o identificar fases cristalinas;

e determinar parametros de rede;

e determinar simetrias cristalinas;

o identificar familias de planos cristalinos;

e obter informacoes sobre a estrutura atomica do material.

Uma descri¢do mais geral da difracio cristalina serd obtida posteriormente utilizando a rede
reciproca.
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10 Teorema de Bloch

Em um cristal ideal, o potencial eletréonico possui a periodicidade da rede de Bravais,

V(ir+R)=V(r),

onde

R = njaq + nsas + nzas,

com

ni,No,n3 € Z.

Essa periodicidade constitui uma simetria de translagdo do Hamiltoniano e impoe condigoes
especificas sobre os estados eletrénicos do cristal.

10.1 Simetria de translacao

10.1.1 Operadores de translacao

Definimos o operador de translacio Tr pela sua agao sobre uma fungao f(r),

Trf(r) = f(r + R) (10.1)

onde R é um vetor da rede de Bravais.

Como o potencial satisfaz

V(r+R)=V(r),

o Hamiltoniano permanece invariante sob uma translagao da rede. Portanto,
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[H,Tg] =0 (10.2)

para qualquer vetor R da rede.

Como os operadores H e T comutam, os autoestados do Hamiltoniano podem ser escolhidos
simultaneamente como autoestados dos operadores de translacdo. Assim,

A

Hy(r) = Eyp(r)

Try(r) = MR)$(r).

Utilizando a definicao do operador de translacao,

[G(r + R) = A(R)¥(r) | (10.3)

10.1.2 Autovalores dos operadores de translacao

Os operadores de translacao satisfazem a propriedade
TRTR/ — TR+R/‘
Aplicando duas translagoes sucessivas a um autoestado comum,

Tl = NR)AR ).

Por outro lado,

Trirt = MR+ R)i.

Portanto,

MR+ R) = \NR)\R) (10.4)

O operador de translagdo é unitario e, portanto, preserva a norma da funcdo de onda,
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(TrY|TrRY) = (Y1)

Como

TrY = A(R),
Segue que
A(R)]> = 1.

Assim, os autovalores dos operadores de translacdo possuem maédulo unitario e podem ser
escritos na forma

MR) = e*E (10.5)

onde k é um vetor de onda.

Dessa forma,

V(T + R) = e® By (r) (10.6)

O fator e’* B representa a fase adquirida pela funcio de onda apds uma translacido por um
vetor da rede.

10.2 Transformada de Fourier e funcoes periédicas

Considere uma fungao continua f(r). Sua transformada de Fourier pode ser definida por

Fky= 7 ()} = [ srye ™ ar. (10.7
e sua transformada inversa por

fr) =7 {F)) = =5 [ Fk)e dk. (10.8)

(2m)3 Jgs

A transformada de Fourier permite representar uma funcdo em termos de suas componentes de
onda plana.
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Por exemplo,

f(r) =6(r —mro)

possui transformada

Por outro lado,

corresponde a fungao

10.2.1 Funcodes periddicas

Para um cristal, estamos particularmente interessados em func¢ées que apresentam a periodici-
dade da rede,

f(r+R) = f(r).

Uma fungao peridédica pode ser expandida em uma série de Fourier,

flr) =Y fee'®" (10.9)
G

onde os vetores G devem ser compativeis com a periodicidade da rede.

Aplicando uma translagao,
fr+R) =) fge'STth.
G
Assim,

f(’l" + R) — ZfGeiG-'reiG-R.
G
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Para que

fr+R) = f(r),

devemos ter

para qualquer vetor R da rede direta.

Isso implica

G- R =2mm, m € Z. (10.10)

Os vetores G que satisfazem essa relacdo formam a chamada rede reciproca.

10.3 Rede reciproca

Considere uma rede direta definida pelos vetores primitivos

ai, as, as.

A rede reciproca é definida por trés vetores primitivos

bla b27 b3a

que satisfazem

a; - bj = 27‘(’5@‘ (10.11)

Uma escolha explicita para esses vetores é
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a1 X a2
b3:27T

a1 - (a2 x a3)

Qualquer vetor da rede reciproca pode entao ser escrito como

G = m1by + moby + mzbs

com

mi, ma, m3 € Z.

Para um vetor da rede direta,

R =nja; + n2az + nzas,
temos
G - R = 27w (m1ny + mang + mans) .
Portanto,
(GR 1

como exigido pela periodicidade da rede.

10.3.1 Volume da célula reciproca

O volume da célula primitiva da rede direta é

0= ]al-(agxag)\.

Analogamente, o volume da célula primitiva da rede reciproca é

QO = |b1 . (b2 X b3)|

Utilizando as defini¢Ges dos vetores reciprocos, obtemos
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(27)?

Q:Q

(10.13)

Essa relacdo mostra a natureza inversa entre os espagos direto e reciproco: quanto maior a
célula primitiva no espago real, menor sera a célula correspondente no espaco reciproco.

10.3.2 Planos cristalinos e rede reciproca

A rede reciproca também fornece uma descrigdo natural das familias de planos cristalinos.

Para uma familia de planos com indices de Miller (hkl), definimos

| Gy = hby + kby + 1bs | (10.14)

Os planos dessa familia podem ser representados pela condigao

(G -m=2mm, meL] (10.15)

O vetor G é perpendicular aos planos da familia (hkl).

A distancia entre dois planos consecutivos é dada por

2T

A =

Essa relagao fornece a conexao entre a geometria dos planos cristalinos no espaco real e os
vetores da rede reciproca.

10.4 Zona de Brillouin

A rede reciproca possui uma construcao andloga a célula de Wigner—Seitz definida para a rede
direta.

A primeira zona de Brillouin é a célula de Wigner—Seitz da rede reciproca. Ela corresponde
a regiao do espago reciproco formada pelos pontos que estdo mais préximos da origem

G=0

do que de qualquer outro ponto da rede reciproca.
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A primeira zona de Brillouin desempenha um papel central na descricdo dos estados eletronicos
de solidos, pois vetores de onda que diferem por um vetor da rede reciproca possuem 0 mesmo
comportamento sob translagoes da rede.

Considere
E=k+G.
Para uma translacao R,

.y )
ezk ‘R _ ez(k-i—G)-R.

Assim,
-, ) )
ezk: ‘R _ ezk-RezG~R‘
Como
iG-R

e =1,
temos

i .

ezk: ‘R — elk-R‘

Portanto,

0.7

em relagdo a simetria translacional do cristal.

Por essa razao, é suficiente considerar valores de k pertencentes a primeira zona de Brillouin.

i Note

Os pontos de alta simetria da primeira zona de Brillouin sdo frequentemente identifi-
cados por simbolos como I', X, L, K e M. Esses pontos terdo um papel importante
posteriormente na representacdo da estrutura de bandas eletrénicas.
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10.5 Teorema de Bloch

A relacao obtida anteriormente para um autoestado do operador de translagdo é

Y(r+ R) = eik'Rl/Jk(r).

Definimos agora a fungao

ug(r) = e_ik'ka(r).

Aplicando uma translagao da rede,

ug(r+ R) = e_ik'(r+R)wk(r + R).

Utilizando a propriedade de translacao da funcao de onda,

Yr(r + R) = e* By (r),

obtemos
uk(r + R) _ e—ik~(7‘+R)eik-ka(T)
= e Ty (r)
= ug(r).
Portanto,

[un(r + R) = up(r)|

isto é, ug(r) apresenta a mesma periodicidade da rede cristalina.

Consequentemente, os autoestados de um Hamiltoniano periédico podem ser escritos como

Ur(r) = e*Tuy(r) (10.18)

Esse resultado é conhecido como teorema de Bloch.

Em um sélido, existem diferentes estados eletrénicos associados a um mesmo vetor k. Intro-
duzindo o indice de banda n, a forma geral de um estado de Bloch é
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¢nk(r) = eik.runk(r) (1019)

onde

Unk (T + R) = upni(r).

O indice n identifica a banda eletronica, enquanto k caracteriza o estado dentro dessa banda.

Os autovalores associados a esses estados podem ser escritos como

En(k),

formando conjuntos continuos de energias ao longo da zona de Brillouin.

No contexto da Teoria do Funcional da Densidade, os estados de Kohn—Sham de um sélido
também possuem a forma de Bloch,

Q;Z)nk (’I") = eik'runk (’l“),

e seus autovalores serdo representados por

Enk-

Essa propriedade sera utilizada no préximo capitulo para formular as equagoes de Kohn—Sham
em sistemas periddicos utilizando bases de ondas planas e amostragem da zona de Brillouin.
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11 DFT em Solidos

A Teoria do Funcional da Densidade é um dos métodos mais utilizados para o célculo da
estrutura eletronica de sélidos cristalinos. A formulagdo das equacoes de Kohn—Sham permanece
essencialmente a mesma apresentada para sistemas moleculares, mas a periodicidade do cristal
permite explorar a simetria translacional do sistema e utilizar representagoes particularmente
convenientes para calculos numéricos.

Para um sélido cristalino, o potencial externo produzido pelos niicleos satisfaz

Vext(r + R) = Vext (),

onde R é um vetor da rede de Bravais. Consequentemente, a densidade eletronica e o potencial
efetivo de Kohn—Sham também apresentam a periodicidade da rede,

p(r + R) = p(r)

Vks(r + R) = Vks(r).

As equagoes de Kohn—Sham podem entdo ser escritas como

_%VQ + VKS(T) l/Jnk('r) = Enkwnk(r)7

em unidades atomicas, onde n representa o indice da banda e k é um vetor pertencente a
primeira zona de Brillouin.

De acordo com o teorema de Bloch, os orbitais de Kohn—Sham podem ser escritos como

7#nk (T) = eik.runk (T)a

onde a fun¢do wu,k(r) possui a periodicidade da rede,

unk(r + R) = unk(r)
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Essa propriedade constitui a base para a representacdo dos orbitais eletronicos em termos de
ondas planas.

11.1 Base de ondas planas

Como a fungéo periddica u,k(r) possui a periodicidade da rede cristalina, ela pode ser expandida
em uma série de Fourier formada por vetores G' da rede reciproca,

unk(r) = Z an(G)eiG.r'
G

Substituindo essa expansao na forma de Bloch, obtemos

Unk(r) =Y (G FFOT (11.1)
G

Assim, para cada valor de k, o orbital de Kohn—Sham é representado por uma combinacao
linear de ondas planas com vetores de onda

k+G.

As ondas planas constituem uma base particularmente conveniente para sistemas periédicos
porque sdo naturalmente compativeis com as condigoes periddicas de contorno e nao estao
associadas a posicOes atomicas especificas.

Além disso, a acao do operador de energia cinética sobre uma onda plana é simples,
Lo ikrayr _ 1 2 i(k+G)-
—=V<e :§|k+G] e’ "
2

Portanto, o operador de energia cinética é diagonal na representacao de ondas planas.

Em contrapartida, fung¢oes de onda eletronicas reais podem apresentar variagbes muito rapidas
proximas aos nucleos. A descri¢do dessas oscilagoes utilizando ondas planas exigiria um nimero
muito grande de fungbes de base. Essa dificuldade motiva o uso de pseudopotenciais ou do
método PAW, que serdo discutidos posteriormente.
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11.2 Energia de corte

A expansao da Equation 11.1 contém, formalmente, um ntmero infinito de vetores da rede
reciproca. Em um célculo computacional, essa expansao deve ser truncada.

A energia cinética associada a uma onda plana é

1
_@m:§m+GF

em unidades atomicas.

Define-se entdo uma energia de corte, E.,;, de modo que apenas ondas planas que satisfacam

1
5k +GI* < Eew (11.2)

sejam incluidas na expansao.

Geometricamente, essa condigdo corresponde a inclusao dos vetores k + G localizados dentro
de uma esfera no espaco reciproco de raio

Gmax =V 2-Ecut-

Quanto maior a energia de corte, maior o nimero de ondas planas utilizadas na expansao e,
consequentemente, maior o custo computacional do célculo.

Por outro lado, uma energia de corte muito baixa resulta em uma base insuficiente para
representar adequadamente os orbitais eletronicos.

Assim, E..; constitui um dos principais parametros de convergéncia em célculos utilizando
ondas planas.

| Important

O valor adequado de E.y; ndo é universal. Ele depende principalmente do pseudopotencial
ou do conjunto PAW utilizado e dos elementos quimicos presentes no sistema. Dessa
forma, a energia de corte deve ser submetida a testes de convergéncia.

Um teste de convergéncia pode ser realizado calculando, por exemplo, a energia total para
valores crescentes de F,t até que a variacdo da propriedade de interesse se torne menor que
uma tolerdncia previamente estabelecida.
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11.3 Pseudopotenciais

Os elétrons de um dtomo podem ser separados, de maneira aproximada, entre elétrons de
caroco e elétrons de valéncia.

Os elétrons de carogo estdo fortemente ligados ao niicleo e geralmente apresentam pouca
participacao direta nas ligagoes quimicas. Ja os elétrons de valéncia sdo responsaveis pela maior
parte das propriedades quimicas e eletronicas do material.

Proximo ao nucleo, o forte potencial coulombiano produz fung¢oes de onda que apresentam
variagoes espaciais rapidas. Além disso, as func¢des de onda dos elétrons de valéncia devem
permanecer ortogonais aos estados eletronicos de caroco, introduzindo oscilagées adicionais
nessa regiao.

Uma representagao direta dessas fungbes por ondas planas exigiria energias de corte muito
elevadas.

A ideia central de um pseudopotencial é substituir o potencial produzido pelo ntcleo e pelos
elétrons de caroco por um potencial efetivo mais suave que atua apenas sobre os elétrons de
valéncia.

Esquematicamente,

Vm’lcleo + ‘/carogo — Vpseud0~

A funcao de onda de valéncia verdadeira é entao substituida por uma pseudofunc¢do de onda
que reproduz seu comportamento fora de uma determinada regido préxima ao nicleo, mas
apresenta uma forma mais suave no interior dessa regido, como ilustrado na Figure 11.1.

Como consequéncia, a pseudofuncio de onda pode ser representada utilizando um ndmero
significativamente menor de ondas planas.

Uma caracteristica importante dos pseudopotenciais é a transferibilidade, isto é, sua ca-
pacidade de reproduzir adequadamente as propriedades do atomo em diferentes ambientes
quimicos.

Entre as classes de pseudopotenciais utilizadas em calculos de estrutura eletronica encontram-se
os pseudopotenciais de conservacido de norma e os pseudopotenciais ultrasoft.
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Figure 11.1: Comparacao entre funcdo de onda all-electron e pseudofuncao de onda. Fonte:
wikipedia
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11.3.1 Pseudopotenciais de conservacao de norma
Nos pseudopotenciais de conservacao de norma, a pseudofuncao de onda é construida de forma
que coincida com a funcao de onda all-electron fora de um raio de corte 7.

Além disso, a carga integrada dentro da regiao do carogo é preservada,

/o [Ypsendo (1) [*r? dr :/0 [Yar(r)*r? dr,

onde Yag representa a funcao de onda all-electron.

Essa condigao contribui para a transferibilidade do pseudopotencial entre diferentes ambientes
quimicos.

11.3.2 Pseudopotenciais ultrasoft

Nos pseudopotenciais ultrasoft, a condi¢do de conservagao de norma é relaxada. Isso permite
construir pseudofuncgées ainda mais suaves e, consequentemente, utilizar energias de corte
menores.

A redug¢éo no tamanho da base de ondas planas pode produzir uma economia computacional
significativa, especialmente para elementos cujos orbitais de valéncia apresentam forte localizacao
espacial.

Em contrapartida, a formulagdo passa a exigir termos adicionais relacionados a reconstrucao
da densidade eletrénica.

11.4 Projetor de Onda Aumentada (PAW)

O método Projector Augmented-Wave (PAW) fornece uma abordagem que combina
caracteristicas dos métodos all-electron com a eficiéncia computacional das representagoes
suaves utilizadas em métodos de pseudopotencial.

A ideia central do PAW consiste em relacionar uma funcao de onda auxiliar suave,

),

a fun¢do de onda all-electron,

1Y),
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através de uma transformacao linear,

) = T)

A funcao auxiliar 1 é suficientemente suave para ser representada eficientemente por uma base
de ondas planas.

Nas regioes préximas aos nucleos, denominadas regioes de aumento, a funcao all-electron é
reconstruida a partir de fung¢bes parciais atomicas.

A transformacao PAW pode ser escrita de forma esquemaética como
) = 10) + 3 (160) — 160)) (Bilid),

onde

o |¢) sdo fungdes parciais all-electron;
o |¢i) s@o fungodes parciais auxiliares suaves;
e |p;) sdo fungdes projetoras.

Fora das regides préximas aos nucleos,

¢i(r) = ¢i(r),
de modo que a correcdo é necessaria apenas dentro das regioes de aumento.

O método PAW permite, portanto, trabalhar numericamente com func¢oes suaves enquanto
mantém a possibilidade de reconstruir informacoes associadas ao comportamento all-electron.

Por apresentar boa precisdo e custo computacional relativamente baixo, o método PAW é
amplamente empregado em cédlculos de DFT para sélidos.

11.5 Malhas Monkhorst—Pack

As propriedades eletronicas de um sélido dependem dos estados associados aos diferentes vetores
k da primeira zona de Brillouin.

Grandezas fisicas frequentemente envolvem integrais da forma

1
o /B () k.
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onde {py representa o volume da primeira zona de Brillouin.

Em um célculo computacional, essa integral é aproximada por uma soma sobre um conjunto
finito de pontos,

1 f(k)dk =~ wif(k) (11.3)
k

Qpz JBZ

onde wy, representa o peso associado a cada ponto k.

Uma das estratégias mais utilizadas para realizar essa amostragem consiste nas malhas
Monkhorst—Pack, que distribuem os pontos k de maneira regular na zona de Brillouin.

Uma malha pode ser especificada por

N1 X N2 X Ng,
onde N; corresponde ao niumero de divisdes ao longo de cada direcdo da rede reciproca.
Por exemplo,

4 x4x4

representa uma malha tridimensional com quatro divisdes em cada direcao.

O ntmero efetivo de pontos utilizados no célculo pode ser reduzido utilizando as simetrias do
cristal, pois diferentes pontos da zona de Brillouin podem ser equivalentes por operacoes de
simetria.

11.5.1 Relacao entre a célula real e a malha de pontos k

Existe uma relacdo inversa entre o tamanho da célula no espaco real e o tamanho da zona de
Brillouin.

De forma qualitativa,

célula real maior <= zona de Brillouin menor

Consequentemente, sistemas descritos por células primitivas pequenas geralmente requerem
malhas de pontos k relativamente densas.

Por outro lado, supercélulas grandes possuem zonas de Brillouin menores e podem frequente-
mente ser descritas utilizando malhas menos densas.
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No limite de células muito grandes, pode ser suficiente utilizar apenas o ponto

k=0,

denominado ponto T'.

11.5.2 Convergéncia com relacao a malha de pontos k

Assim como ocorre com a energia de corte, a densidade da malha de pontos k deve ser
determinada através de testes de convergéncia.

Por exemplo, pode-se comparar uma sequéncia de cédlculos utilizando

2 X 2x2,

4 x4 x4,

6 X6 X6,

8 X 8 X 8§,
até que a energia total ou outra propriedade de interesse apresente variacoes suficientemente
pequenas.

Materiais metalicos geralmente exigem uma amostragem mais densa da zona de Brillouin
devido a presenca de estados eletronicos proximos ao nivel de Fermi.

11.6 Calculo SCF em soélidos

As equagoes de Kohn—Sham dependem da prépria densidade eletronica através dos poten-
ciais de Hartree e de troca e correlagdo. Por esse motivo, devem ser resolvidas de maneira
autoconsistente.

O procedimento é semelhante ao ciclo SCF utilizado em sistemas moleculares, mas, em soélidos,
as equacgoes devem ser resolvidas para um conjunto de pontos k da zona de Brillouin.

Partimos de uma estimativa inicial para a densidade,
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pO(r).

A partir dessa densidade, construimos o potencial efetivo de Kohn—Sham,

VA (1) = Vet (1) + Valp V] (r) + Ve o™ (r).
Em seguida, resolvemos as equacgoes
0
100 = <)

para os diferentes pontos k utilizados na amostragem da zona de Brillouin.

A partir dos orbitais obtidos, uma nova densidade é construida,

D) =" wr Y fok [ (r) (11.4)
k n

onde f,x representa a ocupacao do estado eletronico (n, k).

A nova densidade pode entao ser combinada com a densidade da iteracdo anterior,

(n) (n)

) — (1= )l + apl),

Pin

onde o é um pardmetro de mistura.

O processo € repetido até que uma condicdo de convergéncia seja satisfeita, por exemplo,

|ECH) — M| < e,

e/ou

=<

O ciclo autoconsistente pode ser representado esquematicamente por

PO — Vis — o — p1 — Vicg — -+

até que a densidade eletrénica e a energia total estejam convergidas.
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11.6.1 Ocupacao dos estados
Em isolantes e semicondutores a separacao entre bandas ocupadas e desocupadas é normalmente
bem definida.

Em metais, entretanto, existem estados proximos ao nivel de Fermi cuja ocupacio varia
rapidamente com a energia. Isso pode dificultar a integracdo numérica sobre a zona de Brillouin
e a convergéncia do ciclo SCF.

Uma estratégia comum consiste em utilizar ocupacoes suavizadas, ou smearing, em torno do
nivel de Fermi.

Por exemplo, utilizando a distribuicdo de Fermi—Dirac,

1
e/ (ksT) 4 1’

fle) =

onde u representa o potencial quimico eletrénico.

O parametro utilizado para controlar o smearing deve ser escolhido cuidadosamente, pois
valores excessivamente elevados podem modificar artificialmente as propriedades eletrénicas do
sistema.

11.6.2 Convergéncia dos calculos
Um célculo de DFT em sélidos deve ser acompanhado de testes sistematicos de convergéncia
numérica.

Entre os principais parametros encontram-se:

e a energia de corte E.yy;

o a densidade da malha de pontos k;

e o tamanho da célula ou supercélula;

e o0 nimero de bandas incluidas no céalculo;

e 0s parametros utilizados na ocupacao dos estados eletronicos.

O objetivo de um teste de convergéncia nao é obter pardmetros numericamente infinitos, mas
identificar valores para os quais a propriedade fisica de interesse apresenta varia¢cbes menores
que a precisao desejada.

Por exemplo, para a energia de corte podemos avaliar

AE(Eey) = E(Eew) — E(E™),

cut

e aumentar progressivamente F.u; até que
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|AE| < ¢,

onde ¢ representa a tolerancia escolhida.

O mesmo principio deve ser utilizado para determinar uma malha adequada de pontos k.

1 Important

Os parametros de convergéncia devem ser avaliados para a propriedade que sera estudada.
Um valor de E¢,t ou uma malha de pontos k suficiente para convergir a energia total pode
ndo ser necessariamente suficiente para convergir forcas, tensoes, diferencas de energia ou
outras propriedades.
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12 Estrutura Eletronica de Sdlidos

12.1 Densidade de Estados
12.2 Estrutura de Bandas

12.3 DOS projetada

12.4 Metais, semicondutores e isolantes
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13 PySCF

Nesse capitulo vamos apresentar o pacote PySCF, que é uma biblioteca de c6digo aberto para
calculos de quimica quantica. O PySCF é escrito em Python e C, e oferece uma ampla gama
de funcionalidades para célculos de estrutura eletrénica, incluindo métodos de Hartree-Fock,
DFT, e métodos pos-Hartree-Fock.

Seu website oficial é https://pyscf.org, onde vocé pode encontrar documentagao detalhada,
tutoriais e exemplos de uso.

13.1 Instalacao

A instalagdo do PySCF pode ser feita facilmente usando o gerenciador de pacotes pip. Para
instalar o PySCF, vocé pode executar o seguinte comando no terminal:

pip install pyscft

Vocé pode verificar se a instalacdo foi bem-sucedida executando o seguinte comando no
terminal:

python -c "import pyscf; print(pyscf.__version__)

13.2 Criando uma molécula

No PySCF, vocé pode criar uma molécula usando a classe Mole do médulo gto.

A seguir, apresentamos um exemplo de como criar uma molécula de hidrogénio (H2) com a
base sto-3g:

from pyscf import gto
mol_h2 = gto.M(

atom = [['H',(0, O, 001, ['H',(1, O, 011,
basis = 'sto-3g')
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Outro exemplo é a criacdo de uma molécula de dgua (H20) com a base 6-31g:
mol_h20 = gto.M(

atom = [['0',(0, O, O)], ['H',(0.7586, 0.5043, 0)], ['H',(-0.7586, 0.5043, 0)]1],
basis = '6-31g')

As unidades de distancia sdo em Angstroms, e a base especificada é usada para os calculos
eletrénicos.

13.3 Calculos Auto-Consistentes de Energia

@ Tip

Os exemplos contidos nesta secdo podem ser executados em um ambiente de notebook,
como o Jupyter Notebook ou Google Colab. Para executar este notebook no Google

Colab, vocé pode clicar no link: L0 Open in Colab

13.3.1 Calculos de Hartree-Fock

No PySCF, vocé pode realizar um célculo de Hartree-Fock usando a classe RHF (Restricted
Hartree-Fock) do médulo scf.

A seguir, apresentamos um exemplo de como realizar um célculo de Hartree-Fock para a
molécula de hidrogénio (H2):

from pyscf import scf

rhf h2 = scf.RHF(mol h2)
e_h2 = rhf h2.kernel()

com e_h2 contendo o valor da energia de Hartree-Fock para a molécula de hidrogénio (em
unidades atomicas de energia, Hartree) e o output do calculo sera algo como:

converged SCF energy = -1.06610864931794

Para a molécula de dgua (H20), o cdlculo de Hartree-Fock seria realizado da seguinte forma:
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rhf h2o = scf.RHF(mol h20)
e_h20 = rhf_h2o.kernel()

cujo output serd algo como:

converged SCF energy = -75.982010306225

13.3.2 Cailculos de DFT

No PySCF, vocé pode realizar um célculo de DFT usando a classe RKS (Restricted Kohn-Sham)
do médulo scf.

A seguir, apresentamos um exemplo de como realizar um célculo de DFT para a molécula de
dgua (H20) usando o funcional B3LYP:

from pyscf import scf

rks_h2o0 = scf.RKS(mol_h20)
rks_h2o0.xc = 'b3lyp'
e h20 dft = rks_h2o.kernel()

cujo output serd algo como:

converged SCF energy = -76.3780493873302

13.4 Orbitais moleculares e Densidade Eletronica

@ Tip

Para executar este notebook no Google Colab, vocé pode clicar no link: il R miEs

13.4.1 Orbitais Moleculares

No PySCF, vocé pode acessar os orbitais moleculares (MOs) e suas energias ap6s a convergéncia
do célculo de Hartree-Fock ou DFT.
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from pyscf.tools import cubegen # para exportar aquivos cube
hartree_to_ev = 27.2114 # Conversdo de Hartree para eV

# Exportanto os 8 primeiros orbitais moleculares

for i in range(8):

cubegen.orbital (mol_h2o0, f'h20_mo_id{i+1}.cube', rhf_h2o.mo_coeff[:,i])
print (£"MO {i+1} energy: {rhf_h2o.mo_energy[i]*hartree_to_ev} eV")

cujo output sera algo como:

MO 1 energy: -559.0648505073075 eV

MO 2 energy: -37.35824208425234 eV

MO 3 energy: -20.472436335886574 eV

MO 4 energy: -15.010271665557314 eV

MO 5 energy: -13.620368424502718 eV

MO 6 energy: 5.892416334684666 eV

MO 7 energy: 8.489434880237042 eV

MO 8 energy: 30.794397465074287 eV

e os arquivos h2o_mo_idl.cube, h20_mo_id2.cube, ..., h20_mo_id8.cube serdo gerados,

podendo ser visualizados em softwares de visualizagdo molecular, como o VESTA.

y S

\

Figure 13.1: Orbital HOMO da agua calculado usando o PySCF e visualizado no Blender

Outro comando 1itil é o método analyze () que fornece informagoes detalhadas sobre a densidade
eletronica, populagoes de Mulliken, energias dos orbitais moleculares, entre outros dados:
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Figure 13.2: Orbital LUMO da agua calculado usando o PySCF e visualizado no Blender

rhf_h2o.analyze()

cujo output sera algo como:

*%xx MO energy **xx

MO #1 energy= -20.5452439237712 occ=

MO #2  energy= -1.37288938034252 occ=

MO #3  energy= -0.752347778353432 occ=

MO #4  energy= -0.551617030566502 occ=

MO #5  energy= -0.500539054385394 occ=

MO #6  energy= 0.216542196825032 occ=

MO #7  energy= 0.311980819812176 occ=

MO #8  energy= 1.13167266164454  occ=

MO #9  energy= 1.16714239571367 occ=

MO #10 energy= 1.18839667472837 occ=

MO #11 energy= 1.21799463765162 occ=

MO #12 energy= 1.40648729738536  occ=

MO #13 energy= 1.67628216207442 occ=
**% Mulliken atomic charges *x*

charge of 00 = -0.66401

charge of 1H = 0.33200

charge of 2H 0.33200

Dipole moment(X, Y, Z, Debye): 0.00000, 2.45844, -0.00000
((array([1.99998907e+00, 1.59484969e+00, 3.37983153e-03, 1.32200180e+00,

1.73548741e+00, 1.99560867e+00, 6.39191091e-03, 1.90976617e-03,

O O O O O O OO NNDNDDNDDN
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4.39132862e-03, 6.46096227e-01, 2.18990368e-02, 6.46096227e-01,
2.18990368e-02]),
array([-0.66400947, 0.33200474, 0.33200474]1)),
array([ 1.25552744e-14, 2.45844212e+00, -1.20462032e-16]))

13.4.2 Densidade eletronica
No PySCF, vocé pode calcular a densidade eletrénica usando o método get_density() do
objeto de calculo SCF. A densidade eletronica é uma funcao que descreve a distribuigao de

elétrons na molécula.

cubegen.density(mol_h20, 'h20_den.cube', rhf_h2o.make_rdml())

cujo output serd um arquivo h2o_den. cube que pode ser visualizado em softwares de visualiza-
¢ao molecular, como o VESTA.

¢

Figure 13.3: Superficie de isodensidade eletrénica da dgua (0.1 em a.u.) calculado usando o
PySCF e visualizado no Blender

13.4.3 Potencial eletrostatico molecular
No PySCF, vocé pode calcular o potencial eletrostatico molecular (MEP) usando o método

get_mep() do objeto de calculo SCF. O MEP é uma fung¢do que descreve a distribuicdo do
potencial elétrico gerado pelos elétrons e nicleos da molécula.
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cubegen.mep(mol_h20, 'h20_pot.cube', rhf_h2o.make_rdmi())

cujo output serd um arquivo h2o_pot.cube que pode ser visualizado em softwares de visualiza-
¢ao molecular, como o VESTA.
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14 VASP

Nesse capitulo vamos apresentar o pacote VASP (Vienna Ab initio Simulation Package), que é
um software comercial amplamente utilizado para cédlculos de estrutura eletronica e simulacoes
de materiais. O VASP é baseado em métodos de DFT (Density Functional Theory) e oferece
uma ampla gama de funcionalidades para calculos de propriedades eletronicas, estruturais e
dindmicas de materiais.

14.1 Instalacdao no Linux

Para instalar o VASP no Linux, siga os passos abaixo:

1. Obtenha uma licenga do VASP: O VASP é um software comercial, portanto, vocé
precisard adquirir uma licenga para usa-lo. Visite o site oficial do VASP (https://www.
vasp.at/) para obter informagoes sobre como adquirir uma licenga.

2. Baixe o cédigo-fonte do VASP: Apéds obter a licenga, vocé poderd baixar o cddigo-
fonte do VASP a partir do site oficial. Certifique-se de baixar a versdo compativel com o
seu sistema operacional.

3. Instale as dependéncias necessarias: Antes de compilar o VASP, vocé precisara
instalar algumas dependéncias, como compiladores Fortran e C, bibliotecas MPI e
BLAS/LAPACK.

Vocé pode instalar essas dependéncias usando o gerenciador de pacotes do Ubuntu:

sudo apt update
sudo apt install rsync make build-essential g++ gfortran libopenblas-dev libopenmpi-dev libs

ou no caso do Fedora:

sudo dnf install rsync gcc gcc-c++ gcc-gfortran openblas-devel openmpi-devel scalapack-openm

e modifique o arquivo ~/.bashrc para incluir as variaveis de ambiente do OpenMP1I:
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export PATH=/usr/1ib64/openmpi/bin:$PATH
export LD_LIBRARY_PATH=/usr/1ib64/openmpi/lib:$LD_LIBRARY_PATH

e recarregue o arquivo ~/.bashrec:
source ~/.bashrc

4. Compile o VASP: Navegue até o diretério onde vocé decompactou o codigo-fonte do
VASP e siga as seguintes instrucdes de compilacéao.

4.1. Crie um arquivo de configuragdo makefile.include com as op¢oes de compilagdo apro-
priadas para o seu sistema. Vocé pode encontrar exemplos de arquivos de configuragao no
diretério arch do cédigo-fonte do VASP.

cp arch/makefile.include.gnu_omp makefile.include
4.2. Dentro do arquivo makefile.include, vocé pode ajustar as opc¢oes de compilagao, como
o compilador Fortran, flags de otimizacao e bibliotecas a serem usadas.

¢ Modifique a versdo do compilador GCC que vocé deve usar para compilar o VASP. Nesse
caso iremos modificar a linha CFLAGS_LIB para usar a versao gnul7 do compilador GCC:

CFLAGS_LIB = -0 -std=gnul?

¢« Comente a linha OPENBLAS_ROOT e adicione a linha BLASPACK como abaixo:

# BLAS and LAPACK (mandatory)
#OPENBLAS_ROOT 7= /path/to/your/openblas/installation
BLASPACK = -lopenblas

¢« Comente a linha SCALAPACK_ROQOT e adicione a linha SCALAPACK como abaixo:

# scalAPACK (mandatory)
#SCALAPACK_ROQOT 7= /path/to/your/scalapack/installation
SCALAPACK = -lscalapack

¢ Comente a linha FFTW_ROOT e adicione a linha LLIBS e INCS como abaixo:

# FFTW (mandatory)

#FFTW_ROOT 7= /path/to/your/fftw/installation
LLIBS += -1fftw3d -1fftw3_omp

INCS += -I/usr/include
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o Adicione as seguintes linhas para habilitar o suporte ao HDF5 (opcional, mas fortemente
recomendado):

# HDF5-support (optional but strongly recommended)
CPP_OPTIONS+= -DVASP_HDF5

#HDF5_ROOT 7= /path/to/your/hdf5/installation

LLIBS += -1hdf5_fortran

INCS += -I/usr/1ib64/gfortran/modules/openmpi/

Salve o arquivo makefile.include apés fazer as alteracoes e compile o VASP executando o
comando

make DEPS=1 -j

5. Conferindo instalacao: Apés a compilagdo bem-sucedida, vocé pode conferir se o
executavel do VASP foi gerado corretamente no diretério bin do cédigo-fonte.

6. Configure o ambiente: Para facilitar a execuc¢do do VASP, vocé pode adicionar o
diretério bin do cédigo-fonte do VASP ao seu PATH. Adicione a seguinte linha ao seu
arquivo ~/.bashrc:

export PATH=/path/to/vasp/bin:$PATH

7. Instalando pseudopotenciais: O VASP utiliza pseudopotenciais para representar

os nucleos dos atomos. Vocé precisara baixar os pseudopotenciais apropriados para os

elementos que deseja simular. Os pseudopotenciais podem ser encontrados no site oficial
do VASP ou em repositérios de terceiros.

¢ Crie uma pasta pp dentro da pasta /path/to/vasp

mkdir -p pp
o Copie os arquivos de pseudopotenciais para essa pasta

cp ~/Downloads/potpaw_LDA.64.tgz pp/. && cp ~/Downloads/potpaw_PBE.64.tgz pp/.
o FEntre na pasta pp e crie as seguintes pastas

cd pp && mkdir potpaw potpaw_PBE

e Descompacte o arquivo potpaw_LDA.64.tgz para dentro da pasta potpaw
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tar -xvzf potpaw_LDA.64.tgz -C potpaw
e Descompacte o arquivo potpaw_PBE.64.tgz para dentro da pasta potpaw_PBE

tar -xvzf potpaw_PBE.64.tgz -C potpaw_PBE

Agora vocé possui os arquivos de pseudopotenciais instalados nessas pastas.

14.2 Instalacao no Windows 11

Para instalar o VASP no Windows 11, vocé pode usar o Windows Subsystem for Linux (WSL)
para criar um ambiente Linux dentro do Windows. Siga os passos abaixo: 1. Habilite o WSL:
Abra o PowerShell como administrador e execute o seguinte comando para habilitar o WSL:

wsl --install

2. Instale uma distribuicao Linux: Apds habilitar o WSL, vocé precisard instalar uma
distribui¢do Linux, como Ubuntu 24, a partir da Microsoft Store.

3. Siga os passos de instalacdo no Ubuntu 24: Apés instalar a distribuigdo Linux, abra
o terminal do WSL e siga os mesmos passos de instalagao descritos na se¢ao “Instalagao
no Ubuntu 24” para instalar o VASP dentro do ambiente Linux.

14.3 Instalacao do ASE

O ASE (Atomic Simulation Environment) é uma biblioteca Python que facilita a configuracao,
execugao e andlise de simulagoes de materiais. Ele pode ser usado em conjunto com o VASP
para automatizar tarefas e simplificar o fluxo de trabalho.

Para instalar o ASE (Atomic Simulation Environment), vocé pode usar o gerenciador de pacotes
pip. Execute o seguinte comando no terminal:

pip install ase
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14.4 Configuracao do ASE com o VASP

Para configurar o ASE para trabalhar com o VASP, siga os passos abaixo: 1. Verifique a
instalagdo do ASE: Certifique-se de que o ASE foi instalado corretamente executando o
seguinte comando no terminal:

python -c "import ase; print(ase.__version__)"

2. Configure o caminho do VASP: O ASE precisa saber onde o executdvel do VASP est4
localizado. Vocé pode definir a varidvel de ambiente ASE_VASP_COMMAND para apontar
para o executavel do VASP. No Linux, vocé pode adicionar a seguinte linha ao seu arquivo
~/ .bashrc:

export ASE_VASP_COMMAND="mpirun -np 1 vasp_std"

3. Especificando pasta com pseudopotenciais: O ASE precisa saber onde os arquivos
de pseudopotenciais do VASP estao localizados. Vocé pode definir a varidvel de ambiente
VASP_PP_PATH para apontar para o diretério que contém os pseudopotenciais. No Linux,
vocé pode adicionar a seguinte linha ao seu arquivo ~/.bashrec:

export VASP_PP_PATH =/path/to/vasp/pp

14.5 Criando uma molécula com o ASE

@ Tip

Os exemplos contidos nesta secdo podem ser executados em um ambiente de notebook,
como o Jupyter Notebook. Para executar este notebook no seu computador, vocé pode
clicar no link: Abrir no GitHub

No ASE, vocé pode criar uma molécula usando a classe Atoms. A seguir, apresentamos um
exemplo de como criar uma molécula de dgua (H20):

from ase import Atoms, Atom
h2omol = Atoms([Atom('0', [0, O, 0]),

Atom('H', [0.0, -0.760265, 0.588373]),
Atom('H', [0.0, 0.760265, 0.588373])])

que pode ser visualizada usando o método view do ASE:
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from ase.visualize import view
view(h2omol)

cujo output serd uma janela interativa mostrando a molécula de dgua em 3D, permitindo que
vocé gire, amplie e explore a estrutura da molécula.

Outra opcao ¢é usar o visualizador x3d do ASE, que permite visualizar a molécula em um
navegador web. Para isso, vocé pode executar o seguinte comando:

view(h2omol, viewer='x3d')

14.6 Calculos Auto-Consistentes de Energia no VASP com o ASE

No caso de moléculas devemos definir a célula de simulacdo para evitar interacoes entre imagens
periddicas da molécula. Por exemplo, podemos definir uma célula cibica que tenha um vicuo
de 4 A em torno da molécula de dgua com condicdo de contorno periédico:

h2omol.center(vacuum=4.0) # caixa com 4 Angstroms de vacuo
h2omol.pbc = True # condigdo de contorno periddica

E podemos importar a calculadora do VASP do ASE e definir os pardmetros de célculo:

from ase.calculators.vasp import Vasp

calc = Vasp(xc='PBE', # funcional
encut=350, # safe default for PAW-PBE sets
kpts=[1, 1, 1],gamma=True, # Somente pontos Gamma em Fourier
ibrion=-1, # Calcula SCF

directory='water' # pasta em que os calculos serdo armazenados

E devemos anexar a calculadora a molécula de agua:

h2omol.calc = calc

A energia total da molécula de dgua pode ser obtida com o método get_potential_energy():

E_h20 = h2omol.get_potential_energy()
print (f'Energia total da molécula de agua: {E_h20:.3f} eV')

cujo o output serd

Energia total da molécula de agua: -14.215 eV
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14.7 Orbitais moleculares e Densidade Eletronica

14.7.1 Orbitais moleculares

Podemos determinar os orbitais moleculares da molécula de dgua usando o VASP e o ASE.
Para isso, podemos usar a fungido calc.get_eigenvalues() para obter os valores préprios
(energias) dos orbitais moleculares. Por exemplo:

eigenvalues = h2omol.calc.get_eigenvalues()

print("Valores préprios (energias) dos orbitais moleculares:")

for i, energy in enumerate(eigenvalues):
print (f'Orbital {i+1}: {energy:.3f} eV')

cujo o output serd

Valores préprios (energias) dos orbitais moleculares:

Orbital 1: -25.308 eV
Orbital 2: -13.063 eV
Orbital 3: -9.152 eV
Orbital 4: -7.093 eV
Orbital 5: -0.989 eV
Orbital 6: 0.791 eV
Orbital 7: 0.824 eV
Orbital 8: 1.509 eV

Usando a func¢io calc.get_occupation_numbers (), podemos obter os niimeros de ocupagao
dos orbitais moleculares:

occupations = h2omol.calc.get_occupation_numbers ()
print ("Nimeros de ocupagdo dos orbitais moleculares:")

for i, occ in enumerate(occupations):
print (f'Orbital {i+1}: {occ:.0f}')

cujo o output serd

Nameros de ocupagdo dos orbitais moleculares:
Orbital 1: 2
Orbital 2: 2
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A funcdo calc.get_homo_lumo() permite que determinemos as energias dos orbitais HOMO
(Highest Occupied Molecular Orbital) e LUMO (Lowest Unoccupied Molecular Orbital):

homo, lumo = h2omol.calc.get_homo_lumo ()
gap = (lumo - homo)

print (£ 'HOMO: {homo:.3f} eV')

print (£f'LUMO: {lumo:.3f} eV')
print(f"Diferenga: {gap:.3f} eV")

cujo o output serd

HOMO: -7.093 eV
LUMO: -0.989 eV
Diferenga: 6.104 eV

De forma mais elegante podemos visualizar

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

eigenvalues = h2omol.calc.get_eigenvalues()
h2omol.calc.get_occupation_numbers ()

occupations

homo, lumo = h2omol.calc.get_homo_lumo ()
gap = (lumo - homo)

# Sort for a clean plot
order = np.argsort(eigenvalues)
eigenvalues, occupations = eigenvalues[order], occupations[order]

# Split occupied / unoccupied

occ_mask = occupations > 0.5
E_occ = eigenvalues[occ_mask]
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E_unocc = eigenvalues[~occ_mask]

# --- plotting ---
plt.figure(figsize=(3, 3.2), dpi=140)

# Sticks for occupied and unoccupied states
for E in E_occ:

plt.plot([0, 0.6], [E, E],color='C0')
for E in E_unocc:

plt.plot([0.7, 1.3], [E, E],color='grey"')

# Highlight HOMO / LUMO
plt.plot ([0, 1.3],[homo, homo],color='red', linewidth=2)
plt.plot ([0, 1.3],[lumo, lumo],color='red', linewidth=2)

# Annotate

plt.text(1.6,homo-1, 'HOMO', ha='center', va='bottom', fontsize=9)
plt.text(1.6, lumo-1, 'LUMO', ha='center', va='bottom', fontsize=9)
plt.title(f'HOMO-LUMO gap = {gap:.3f} eV')

plt.ylabel('Energia (eV)')

plt.xticks([]) # hide y-axis (pure spectrum)
plt.ylim(min(eigenvalues)-1, max(eigenvalues)+1)
plt.grid(True, axis='y', linestyle=':', linewidth=0.7)

plt.tight_layout ()

cujo output serd uma figura do tipo

14.7.2 Densidade eletronica

A densidade eletronica calculada pelo VASP estd contida em um arquivo denominado CHGCAR.
Esse arquivo estd entre os arquivos na pasta especificada no calc que denominamos water. Ele
pode ser visualizado com programas de visualizacao de densidade eletrénica, como VESTA.

14.8 Criando um Sdlido cristalino com ASE

Criando um cristal de cobre (Cu) usando o modulo bulk do ASE na forma
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Figure 14.1: Niveis de energias dos orbitais moleculares de Kohn-Sham para a dgua

=

Figure 14.2: Superficie de isodensidade eletronica da agua calculada pelo VASP
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from ase.build import bulk

a =3.5
Cu_crystal = bulk("Cu", crystalstructure="fcc", a=a, cubic=True)

print (Cu_crystal)

print("Cell:", Cu_crystal.get_cell())
print("Positions:\n", Cu_crystal.get_positions())

cujo output sera

Atoms (symbols='Cué', pbc=True, cell=[3.5, 3.5, 3.5])
Cell: Cell([3.5, 3.5, 3.5])
Positions:

L[O. 0. 0. 1

[0. 1.75 1.75]

[1.75 0. 1.75]

[1.75 1.75 0. 1]

e visualizando com o método view do ASE:
from ase.visualize import view

view(Cu_crystal)

temos

14.9 Calculando a energia total de um sdélido cristalino com o VASP
e o ASE

Criando a calculadora do VASP com o ASE:
calc = Vasp(directory='Cu',
xc='PBE',

kpts=[6, 6, 6], # specifies k-points
encut=350,

e anexando a calculadora ao cristal de cobre:
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Figure 14.3: Estrutura cristalina ctibica de cobre (Cu) visualizada com o ASE
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Cu_crystal.calc = calc

podemos calcular a energia total do cristal de cobre com o método get_potential_energy():
E_Cu = Cu_crystal.get_potential_energy()

print(f'Energia total do cristal de cobre: {E_Cu:.3f} eV')

cujo output serd

Energia total do cristal de cobre: -14.603 eV

A energia por atomo do cristal de cobre pode ser obtida dividindo a energia total pelo nimero
de Atomos no cristal:

E_per_atom = E_Cu / len(Cu_crystal)

print(f'Energia por &tomo do cristal de cobre: {E_per_atom:.3f} eV')

cujo output serd

Energia por &tomo do cristal de cobre: -3.651 eV

14.10 Densidade eletronica de um sdélido cristalino

Podemos visualizar a densidade eletronica do cristal de cobre usando o arquivo CHGCAR gerado
pelo VASP. Para isso, podemos usar o programa VESTA para abrir o arquivo CHGCAR e visualizar
a densidade eletrénica em 3D.

151



Figure 14.4: Superficie de isodensidade eletronica do cristal de cobre (Cu) calculada pelo VASP
e visualizada com VESTA
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15 Otimizacao de Geometrias

15.1 Calculo de forcas e gradientes

Na aproximacao de Born-Oppenheimer, a energia total de um sistema molecular depende
apenas das coordenadas nucleares. A energia total é uma funcdo das coordenadas nucleares, e
o gradiente da energia em relacdo as coordenadas nucleares é chamado de forga.

Lembrando que a energia total de um sistema molecular é dada por:

{RA} = % Z Z ‘RZAzﬁ ’+Eelec({RA})

A=1B#A

onde desprezamos a energia cinética nuclear, enquanto a energia eletronica Egjoc(R) sendo uma
fungao das coordenadas nucleares R = {R 4}, e dada por

Eelec({RA}) == Hgn<l:[l|ﬁelec‘\y>
que pode ser calculada usando métodos de quimica quantica, como Hartree-Fock ou DFT.

O gradiente da energia molecular em relagdo & coordenada de cada niicleo A éestéd associado a
forca F 4 sobre o niicleo A, e é dado por:

Fa= —VRAE({RA})

_ Z ZaZp(Ra — Rp)
pza  |Ra—Rpp

- VRAEelec({RA})

onde devemos calcular o gradiente da energia eletrénica em relagdo as coordenadas nucleares.

O teorema de Hellmann-Feynman nos diz que o gradiente da energia eletronica em relagao
as coordenadas nucleares pode ser calculado diretamente a partir da densidade eletronica p(r)
e do potencial nuclear Vi (r):

VRAE‘elec({]-:{A}) - Hgn<\II‘VRAIA{eleC|‘II>
e usando a definicdo de densidade eletronica, podemos escrever:
Vi Foee({Ra}) = / (1) VR, Ve (£)dr

ZA (r—Ry)
= = ’d
/ r —Ral? g

153



de modo que a forga experimentada pelo nicleo A pode ser calculada durante a execucao de
um célculo de energia eletronica pelo ciclo SCF, tanto para métodos de Hartree-Fock quanto
para DFT.

! Otimizacdo da geometria de uma molécula

Assim, para otimizar a geometria de uma molécula, podemos usar o gradiente da energia
em relacdo as coordenadas nucleares para ajustar as posicoes dos atomos de forma a
minimizar a energia total do sistema. No equilibrio, as forcas sobre todos os nicleos
devem ser zero, ou seja, o gradiente da energia em relacdo as coordenadas nucleares deve
ser nulo:

Ve, E({RA}) =0 VA

no equilibrio, a energia total é minima em relagdo as coordenadas nucleares.

15.2 Otimizacao de geometria de moléculas usando PySCF

15.2.1 Modificando a geometria de uma molécula manualmente

15.2.2 Otimizando com o médulo geometric do PySCF

@ Tip

Para executar este notebook no Google Colab, vocé pode clicar no link:

No PySCF, vocé pode realizar uma otimizacdo geométrica usando o médulo geomopt.

Nesse caso devemos instalar o pacote geometric que é uma dependéncia do PySCF para
otimizacao geométrica. Vocé pode instalar o pacote geometric usando o seguinte comando:

pip install geometric

A seguir, apresentamos um exemplo de como otimizar a geometria da molécula de dgua (H20)
usando DFT com o funcional B3LYP:

from pyscf import gto, scf
mol_h20 = gto.M(

atom = [['0',(0, O, 0)], ['H',(0.7586, 0.5043, 0)], ['H',(-0.7586, 0.5043, 0)]1],
basis = '6-31++gkx')
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rks_h20 = scf.RKS(mol_h20, xc='b3lyp')
e_h2o0_dft = rks_h2o.kernel()

from pyscf.geomopt.geometric_solver import optimize

mol_h2o_eq = optimize(rks_h20)

O output da otimizagdo geométrica é bem extenso, mas ao final vocé vera algo como:

Geometry optimization cycle 5

Cartesian coordinates (Angstrom)

Atom New coordinates dXx dy dz
0 -0.000000 -0.051815  0.000000 0.000000 0.000093 0.000000
H 0.769480 0.530647 -0.000000 0.000140 0.000097 0.000000
H -0.769480 0.530647 0.000000 -0.000140 0.000097 -0.000000

converged SCF energy = -76.4332283554975

——————————————— RKS_Scanner gradients --————————--——-

X y z

00 0.0000000000 -0.0000029586 0.0000000000
1H -0.0000002211 -0.0000023781 -0.0000000000
2 H 0.0000002211 -0.0000023781 0.0000000000

cycle 5: E = -76.4332283555 dE = -2.89951e-08 norm(grad) 4.49016e-06

Step 4 : Displace = 1.139e-04/1.395e-04 (rms/max) Trust = 2.828e-01 (+) Grad = 2.592e-06/
Hessian Eigenvalues: 4.99324e-02 5.00000e-02 5.00000e-02 ... 1.50727e-01 5.37869e-01 6.75229
Converged! =D

H H
T +

#| If this code has benefited your research, please support us by citing: |#

#| | #
#| Wang, L.-P.; Song, C.C. (2016) "Geometry optimization made simple with |#
#| translation and rotation coordinates", J. Chem, Phys. 144, 214108. | #
#| http://dx.doi.org/10.1063/1.4952956 | #
H#= =#

Time elapsed since start of run_optimizer: 6.947 seconds

Ao final da otimizacdo, podemos imprimir as coordenadas atémicas otimizadas da molécula de
dgua (H20) em Angstroms e Bohr:
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print (mol_h2o0_eq.tostring())

print('Atomic coordinates (Ang):')

print (mol_h20_eq.atom_coords(unit="'Ang'))
print('Atomic coordinates (Bohr):')

print (mol_h20_eq.atom_coords(unit='Bohr'))

cujo output sera algo como:

0 -0.00000000 -0.05181462 0.00000000
H 0.76948042 0.53064706 -0.00000000
H -0.76948042 0.53064706 0.00000000

Atomic coordinates (Ang):

[[-2.60657630e-14 -5.18146164e-02 3.98461609e-14]
[ 7.69480415e-01 5.30647061e-01 -9.36708137e-15]
[-7.69480415e-01 5.30647061e-01 5.80331331e-14]1]

Atomic coordinates (Bohr):

[[-4.92571533e-14 -9.79154342e-02 7.52983312e-14]
[ 1.45410724e+00 1.00277761e+00 -1.77012184e-14]
[-1.45410724e+00 1.00277761e+00 1.09666728e-13]1]

Podemos calcular o comprimento das ligagoes O-H e o angulo H-O-H usando as coordenadas
atomicas otimizadas:

import numpy as np
coords = mol_h20_eq.atom_coords(unit="'Ang')

10H1
10H2

np.linalg.norm(coords[0] - coords[1])
np.linalg.norm(coords[0] - coords[2])

print(f'0-H1 bond length (Ang): {10H1:.3f} Ang')
print(f'0-H2 bond length (Ang): {10H2:.3f} Ang')

coords[1] - coords[0]
coords[2] - coords[0]

vecl
vec2

cos_theta
theta_rad
theta_deg

np.dot(vecl, vec2) / (nmp.linalg.norm(vecl) * np.linalg.norm(vec2))
np.arccos(cos_theta)
np.degrees(theta_rad)

print (f'H-0-H bond angle (deg): {theta_deg:.3f} deg')
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cujo output serd algo como:

0-H1 bond length (Ang): 0.965 Ang
0-H2 bond length (Ang): 0.965 Ang
H-0-H bond angle (deg): 105.752 deg

15.3 Otimizacao de geometria de moléculas usando VASP e ASE

@ Tip

Para executar este notebook no seu computador, vocé pode clicar no link: Abrir no
GitHub

Usando o ASE vimos que podemos criar a geometria de uma molécula e calcular a energia
total usando o VASP.

Criando uma molécula de dgua (H20) usando o ASE:

from ase import Atoms, Atom

h2omol = Atoms([Atom('0', [0, O, 0]),
Atom('H', [0.0, -0.760265, 0.588373]),
Atom('H', [0.0, 0.760265, 0.588373])1)

h2omol.center(vacuum=4.0) # caixa com 4 Angstroms de vacuo
h2omol.pbc = True # condigdo de contorno periddica

Em seguida podemos criar a calculadora do VASP para otimizacdo da geometria usando
ibrion=2 (conjugate gradient), isif=0 (relaxa somente os d&tomos, mantendo a célula fixa),
nsw=50 (nimero méximo de passos de otimizagao) e ediffg=-1e-3 (tolerdncia para convergén-
cia das forgas):

from ase.calculators.vasp import Vasp

calc = Vasp(directory='H20_relaxed',

xc='PBE', # funcional GGA
encut=350, # safe default for PAW-PBE sets
kpts=[1, 1, 1],gamma=True, # k-points

ibrion=2, # CG ionic relax
isif=0, # relaxa somente os atomos, mantendo a célula fixa
nsw=50, # nimero maximo de passos de relaxagéo
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lreal='Auto', # projecdo de orbitais no espago real
lwave=True, lcharg=True,lvtot=True, # mantem WAVECAR/CHGCAR/LOCPOT para post-pr
)

h2omol.calc = calc

Ao calcular a energia total da molécula de 4gua, o VASP ird otimizar a geometria da molécula:

E_h20 = h2omol.get_potential_energy()

print(f'Energia total da molécula de agua: {E_h20:.3f} eV')
cujo output seréd algo como:

Energia total da molécula de agua: -14.221 eV

O ntmero de passos idnicos executados durante a otimizagdo da geometria pode ser obtido
usando:

print ("Nimero de passos idnicos executados:", calc.get_number_of_iterations())

cujo output nesse caso foi:
Namero de passos idnicos executados: 2

E as forgas sobre os dtomos da molécula de dgua podem ser obtidas usando:

forces = h2omol.get_forces()
print ("Forgas sobre os &atomos (eV/Ang):")
print (forces)

cujo output serd algo como:

Forgcas sobre os atomos (eV/Ang):

([ O. 0. 0.00071941]
[-0. 0.00046482 -0.0003597 1]
[-0. -0.00046482 -0.0003597 1]

A nova geometria da molécula de dgua pode ser obtida usando:
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print ("Nova geometria da molécula de agua (Ang):")
print (h2omol.get_positions())

cujo output sera algo como:

Nova geometria da molécula de agua (Ang):

[[4. 4.760265  3.99497349]
(4. 3.99123747 4.59088625]
(4. 5.52929253 4.59088625]]

Os comprimentos das ligagoes O-H e o angulo H-O-H podem ser calculados usando as coorde-
nadas atdémicas otimizadas:

10H1 = h2omol.get_distance(0, 1)
10H2 = h2omol.get_distance(0, 2)
thetaOH1H2 = h2omol.get_angle(l, 0, 2)

print (£"0 comprimento da ligag&o 0-H1 & {10H1:.3f} A")

print(£f"0 comprimento da ligag&o 0-H2 & {10H2:.3f} A")
print(£"0 &ngulo H1-0-H2 é {thetaOH1H2:.2f}°")

cujo output serd algo como:

o
o
©
\]
w
=0

0 comprimento da ligagio O-H1
0 comprimento da ligagdo 0-H2
0 &ngulo H1-0-H2 é& 104.46°

™
o
©
\]
w
=0

15.4 Calculo de tensoes

Para um sélido, a energia total depende do vetor de rede a, b, c, e o gradiente da energia em
relacio aos vetores de rede é chamado de tensdo. A tensdo é uma matriz 3x3, e é dada por:
1 OF
= V@
onde V' é o volume da célula unitéria, e €;; é a deformacao aplicada a célula unitaria. A tensao

pode ser calculada usando métodos de quimica quantica, como DFT, e é usada para otimizar a
geometria de sélidos.

15.5 Otimizacao de geometria de sélidos usando VASP e ASE
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@ Tip

Para executar este notebook no seu computador, vocé pode clicar no link: Abrir no
GitHub

Criando um cristal de NaCl usando o ASE:

from ase.build import bulk

Nacl_crystal = bulk("NaCl", crystalstructure="rocksalt", a=5.64, cubic=True)
print (Nacl_crystal)

print("Cell:", Nacl_crystal.get_cell())
print("Positions:\n", Nacl_crystal.get_positions())

cujo output serd algo como:

Atoms (symbols='NaClNaClNaClNaCl', pbc=True, cell=[5.64, 5.64, 5.64])
Cell: Cell([5.64, 5.64, 5.64])

Positions:
[[0. 0. 0. 1]
[2.82 0. 0. ]
[0. 2.82 2.82]
[2.82 2.82 2.82]
[2.82 0. 2.82]
[0. 0. 2.82]
[2.82 2.82 0. ]
0. 2.820. 1]
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Figure 15.1: Cristal de NaCl criado usando o ASE.

Em seguida podemos criar a calculadora do VASP para otimizacdo da geometria usando
ibrion=2 (conjugate gradient), isif=7 (relaxa somente a célula), nsw=50 (niimero méaximo de
passos de otimizacao) e ediffg=-1e-3 (tolerdncia para convergéncia das forgas):

calc = Vasp(directory='NaCl_relaxed',

xc='PBE', # funcional GGA
encut=350, # safe default for PAW-PBE sets
kpts=[1, 1, 1],gamma=True, # k-points

ibrion=2, # CG ionic relax

isif=7, # relaxa somente a célula

nsw=50, # nimero maximo de passos de relaxagéo

ediffg=-1e-3, # critério de convergéncia para relaxagdo (forgas)

lreal="'Auto', # projecdo de orbitais no espago real

lwave=True, lcharg=True,lvtot=True, # mantem WAVECAR/CHGCAR/LOCPOT para post-pr

Nacl_crystal.calc = calc

A otimizagdo da geometria do cristal de NaCl pode ser realizada usando o método
get_potential_energy() do objeto Nacl_crystal, que ird calcular a energia total e otimizar
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a geometria do cristal:

E_nacl = Nacl_crystal.get_potential_energy()
print (f 'Energia total do cristal de NaCl: {E_nacl:.3f} eV')

cujo output serd algo como:

Energia total do cristal de NaCl: -25.451 eV

O ntmero de passos de otimizacdo da célula executados durante a otimizacdo da geometria do
cristal de NaCl pode ser obtido usando:

print ("Nimero de passos de otimizag8o da célula executados:", calc.get_number_of_iterations/(

cujo output nesse caso foi:

Namero de passos de otimizagdo da célula executados: 4

A nova estrutura do cristal de NaCl pode ser obtida usando:

print("Nova estrutura do cristal de NaCl (Ang):")
print(Nacl_crystal.get_cell())

cujo output serd algo como:

Nova estrutura do cristal de NaCl (Ang):
Cell([5.911942143216201, 5.911942143216201, 5.911942143216201])
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16 Calculos de Interacoes entre Moléculas

Para interagdo entre moléculas, é preciso considerar as interacoes dispersivas conforme discuti-
mos no capitulo de DFT.

Essas interacoes podem ser computadas pelas corregoes DFT-D, conforme Section 7.6.3, que
sao implementadas em diversos pacotes de quimica quantica.

16.1 Calculos de Interacoes Moleculares usando PySCF

@ Tip

Para executar este notebook no Google Colab, vocé pode clicar no link: CO_Open in Colab

Para utilizar as corre¢oes DFT-D no PySCF, é necessério instalar o pacote pyscf-dispersion.
Vocé pode instalar este pacote usando o pip:

pip install pyscf-dispersion

¢

Figure 16.1: Dimero de dgua e superficie de isodensidade eletrénica da dgua (0.1 em a.u.)
calculado usando o PySCF e visualizado no Blender

Para um dimero de dgua, podemos calcular a energia de interagao usando o método DFT com
correcoes de dispersdao. Abaixo estd um exemplo de como fazer isso:
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import pysct

# dimero de agua
mol = pyscf.M(
atom = [['H', (-0.6305, -0.8758, 0.2588)],
['0', (-1.5614, -0.8255, 0.5368)],
['H', (-1.9991, -1.5191, 0.0288)],
['0', (1.2821, -0.7524, -0.1108)],
['H', (1.5168, 0.1326, -0.4203)],
['H', (1.7973, -0.8645, 0.6993)]1],
basis = 'aug-cc-pvdz')

# cilculo de energia total usando DFT com B3LYP (sem corregdo de dispers3o)
from pyscf.dft import KS

mf mol.KS()
mf.xc = 'b3lyp' # B3LYP
mf .kernel ()

Edft = mf.e_tot
print (f"Energia total (DFT): {Edft:.6f} Hartree")

## adicionando a corregdo de dispersdo D3 com amortecimento de Becke-Johnson
mf.disp = 'd3bj'
mf .kernel ()

Edftd = mf.e_tot
print (f"Energia total (DFT-D): {Edftd:.6f} Hartree")

## calculando a diferenga de energia entre DFT e DFT-D

print (f"Correcdo dispersiva da energia: {(Edftd-Edft):.6f} Hartree")

cujo output sera

Energia total (DFT): -152.896758 Hartree
Energia total (DFT-D): -152.898907 Hartree
Corregdo dispersiva da energia: -0.002149 Hartree

Podemos comparar esse resultado com o valor reportado por Temelso et al. (2011), que
obtiveram uma energia de —152.779123 Ha empregando o método RI-MP2 com corre¢ao
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CCSD(T). A boa concordancia entre os resultados indica que o célculo DFT-D reproduz
adequadamente a energia do dimero de dgua, sugerindo também que a contribuigdo da corregao
de dispersdo para essa interacao é relativamente pequena.

16.2 Calculos de Interacoes Moleculares usando VASP
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17 Calculos de Adsorcao
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18 Calculos de vibracoes e espectros
vibracionais
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